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Демонстрация общих элементов 
инволюции на простом примере

Аннотация. Рассматривается инволюция проективных 
рядов с общим носителем, ее геометрическая интерпретация. 
Приняв частный случай геометрической интерпретации ин-
волюции, решается задача построения гармонически сопря-
женных точек при заданных начальных условиях, когда даны 
одна окружность и радикальная ось этой окружности с пучком 
соответствующих окружностей с общей радикальной осью. 
Дано предложение о существовании единственной окружно-
сти в пучке, диаметральные точки которой на линии центров 
составляют гармоническую четверку с соответствующими 
диаметральными точками заданной окружности. Приводится 
способ построения искомой окружности в эллиптической 
инволюции с использованием частного случая теоремы Паскаля 
о шестиугольнике и другие алгоритмы. Даны пояснения от-
носительно гармонических отношений в гиперболической и 
параболической инволюциях, которые позволяют осуществлять 
взаимный переход от одной инволюции к другой. Показано, 
что, используя диаметральные точки заданной окружности и 
точек РQ радикальной оси в эллиптической инволюции, мож-
но построить двойные точки X, Y гиперболической инволюции 
для неразделенных точек А, А′  и В, В′, а также радикальную 
ось pq окружностей в гиперболической инволюции. А если из 
вертикально-диаметральной точки окружности пучка w

1
 про-

вести касательную к окружности, проходящей через двойные 
точки гиперболической инволюции, то точка касания есть 
точка Р (Q) радикальной оси эллиптической инволюции.

Установлено, что диагонали четырехугольников, получен-
ных при пересечении всех окружностей пучка, ортогональ-
ного к двум заданным в эллиптической инволюции, пересе-
каются в точке на пересечении радикальной оси и линии 
центров заданных окружностей гиперболической инволюции, 
а диагонали четырехугольников всех окружностей пучка в 
гиперболической инволюции пересекаются в точке на пере-
сечении радикальной оси и линии центров заданных окруж-
ностей эллиптической инволюции.

Построено геометрическое место каждой точки гармони-
ческой четверки. При этом ГМ пары гармонической четверки 
в эллиптической инволюции получается эллипс, который 
имеет в точках Р, Q общую касательную с окружностью двой-
ных точек гиперболической инволюции. А ГМ пары гармо-
нической четверки для гиперболической инволюции – две 
ветви гиперболы, которые проходят через центры окружностей, 
задающих эллиптическую инволюцию.

Ключевые слова: геометрические преобразования, гармо-
нически сопряженные точки, радикальная ось, радикальный 
центр, эллиптическая инволюция, гиперболическая инволюция.
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Demonstration of Common Elements of 
Involution on a Simple Example

Abstract. The involution of projective rows with a common 
support, its geometric interpretation are considered. Taking the 
special case of the geometric interpretation of involution, the 
problem of constructing harmonically conjugate points is solved 
for given initial conditions, when one circle and a radical axis of 
this circle with a bundle of corresponding circles with a common 
radical axis are given. A proposal is given on the existence of a 
single circle in a bundle, the diametrical points of which on the 
lines of centers make up a harmonic four with diametral points of 
a given circle. It is shown that using the diametrical points of a 
given circle and points P, Q of the radical axis in elliptical involu-
tion, you can build double points X, Y and the radical axis of the 
PQ of circles in hyperbolic involution. And the tangent from the 
vertical diammetral point of the circle w

1
 to the circle passing 

through double points of hyperbolic involution — there is a point 
P(Q) of the radical axis of elliptical involution. The indicated 
properties make it possible to carry out a mutual transition from 
one involution to another. It was established that the diagonals of 
the quadrangles obtained when crossing all the circles of the bun-
dle, orthogonal to the two given in elliptical involution, intersect 
in the center of the radical axis of the given circles in hyperbolic 
involution, and the diagonals of the quadrangles of all circles of 
the beam in hyperbolic involution are intersected in the center of 
the radical axis of the given circles in elliptical Involution. 

The geometric place (GP) of each point of the harmonic four 
is constructed. In this case, the geometric place a pair of harmon-
ic four in an elliptic involution turns out to be an ellipse that has a 
common tangent at points P, Q with the circle of double points of 
the hyperbolic involution. And the GP pairs of the harmonic four 
for hyperbolic involution are two branches of the hyperbola that 
pass through the centers of the circles that define the elliptical 
involution.

Keywords: geometric transformations, harmonically conjugate 
points, radical axis, radical center, elliptic involution, hyperbolic 
involution.

Квадратичная инволюция, базирующаяся на гар-
моническом отношении четырех точек прямой, име-
ет теоретическое и прикладное значение и в сочета-
нии с классическими методами проективной геоме-
трии может быть эффективно использовано для 
точного конструктивного решения различных задач 
геометрического моделирования [23–26].

Для определения инволюции достаточно задать 
две пары соответственных элементов. 

Инволюция на прямой может быть осуществлена 
с помощью пучка окружностей [3; 17; 18; 32]. Если 
на прямой u имеем инволюцию, заданную двумя 
парами соответственных точек A, A′ и B, B′, то, про-
ведя одну окружность через точки A, A′ и точку Р, 
вторую окружность — через точки B, B′ и точку Р, 
получим две взаимно пересекающиеся окружности 
с радикальной осью PQ и радикальным центром О. 
Можно построить совокупность окружностей, про-
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ходящих через точки P и Q — пучок окружностей 
ω ω1 2

* *, .
Прямая «и» (рис. 1) пересекает каждую из пучка 

окружностей в парах точек инволюции. Если прямая 
«и» пересекает хорду PQ, то имеем эллиптическую 
инволюцию, если не пересекает, то имеем гипербо-
лическую инволюцию. А если прямая «и» проходит 
через одну из точек P и Q, имеем параболическую 
инволюцию.

Рис. 1

Понятия радикальной оси и радикального центра 
могут быть использованы при решении некоторых 
геометрических задач на построение [1; 2; 29; 30].

Известно, что радикальная ось проходит через 
точки пересечения окружностей, причем, если это 
пересечение явное, то прямая проходит через дей-
ствительные точки пересечения; если же явного пе-
ресечения нет, то радикальная ось проходит через 
две мнимые комплексносопряженные точки опре-
деляющих ее окружностей. Поэтому для окружностей, 
имеющих вещественные центр и радиус, построение 
радикальной оси даже вручную не составляет осо-
бого труда [5–9; 11–16].

Рассмотрим частный случай данной (рис. 1) гео-
метрической интерпретации инволюции, когда пря-
мая «и» совпадает с линией центров заданных окруж-
ностей пучков w

1
, w

2
. Тогда мы имеем три следующих 

положения с гиперболической (рис. 2, а), эллипти-
ческой (рис. 2, б) и параболической инволюцией 
(рис. 2, в).

Для каждой окружности с парой точек A Ai i, ′
имеем пучок эксцентрических окружностей ω2

*  с 
парой точек B Bi i, ′  и наоборот. 

Предложение. Если даны окружность с парой ди-
аметральных точек A, A′ и пучок окружностей ω

2
 с 

парой диаметральных точек B Bi i, ′ , обладающих 
общей радикальной осью PQ, то в данном пучке 
существует единственная окружность, когда точки 
A, A′, B, B′ образуют гармоническую четверку.

Наша задача — отыскать в пучке окружностей ту 
единственную, у которой точки на линии центров 

гармонически сопряжены с точками A, A′. Для ре-
шения этой задачи в случае эллиптической инволю-
ции воспользуемся частным случаем теоремы Паскаля, 
которая гласит: «Во всяком шестиугольнике, впи-
санном в кривую второго порядка, точки пересечения 
противоположных сторон лежат на одной прямой» 
[4; 19–22].

а 

б 

в

Рис. 2

Выполним построение, соединим прямой лини-
ей точку A с точкой P, а точку A′ с точкой Q. Точка 
пересечения этих прямых дает нам точку М, принад-
лежащей искомой окружности (рис. 3).

Через три точки P, Q и М, инцидентных искомой 
окружности ω

2
, однозначно можно ее построить 

(рис. 3).
Точки A, A′ и B, B′ гармонически сопряженные 

точки эллиптической инволюции.
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Рис. 3

Прямая, проведенная через вертикально-диаме-
тральную точку окружности и третью точку гармони-
ческой четверки, проходит через точку P(Q) радикаль-
ной оси пучков w

1
, w

2
. Поэтому задание окружности 

и радикальной оси окружностей достаточно для по-
лучения 3 и 4 гармонически расположенных точек. 

Соединяем вертикально-диаметральную точку 
окружности с точкой P и восстанавливаем перпен-
дикуляр к этой прямой. Точки пересечения этих 
прямых с линией «и» дадут нам искомые точки В, В′ 
(рис. 4).

Рис. 4

Справедливо также соединить горизонтально-ди-
аметральную точку А окружности с точкой P и по-
вернуть продолжение этой прямой в точке P на 45°. 
Точка пересечения этой прямой с линией «и» дает 
нам точку В′, принадлежащую искомой окружности 
w

2
 (рис. 5)

Рис. 5

Для гиперболической инволюции такой алгоритм 
не работает. 

Однако между эллиптической и гиперболической 
инволюциями существует связь, которую можно 
использовать для решения второй задачи. Эта связь 
позволит осуществлять взаимный переход от одной 
инволюции к другой.

1. Соединяем горизонтально-диаметральную точ-
ку А с точкой Q, получаем точку Т пересечения пря-
мых АQ и СР (рис. 6). Если через точки ТРQ провести 
окружность, то в пересечении этой окружности с 
линией «и» центров окружностей получим двойные 
точки X, Y гиперболической инволюции для нераз-
деленных точек A, A′ и B, B′, а также радикальную 
ось pq окружностей в гиперболической инволюции 
(рис. 7, 8).

 
Рис. 6 

Рис. 7

 

Рис. 8
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2. Теперь пусть имеем окружность пучка w
1
 и ра-

дикальную ось pq (рис. 9). Чтобы получить вторую 
пару точек B, B′, необходимо произвести переход на 
эллиптическую инволюцию. Для этого воспользуем-
ся следующим свойством: если из вертикально-ди-
аметральной точки С окружности пучка w

1
 провести 

касательную к окружности, проходящей через двой-
ные точки гиперболической инволюции, то точка 
касания есть точка Р радикальной оси эллиптической 
инволюции, а окружность пучка w

1
 эллиптической 

инволюции проходит через точки А, Р и Q (рис. 10). 
Далее отыскание гармонической четверки не пред-
ставляет сложности.

 

Рис. 9

Рис. 10

В обоих случаях приведенной выше инволюции 
имеется еще один пучок окружностей, ортогональных 
заданным двум [27]. Каждая окружность третьего 
пучка пересекает заданные две в четырех точках. 
Если соединить каждые две точки, не принадлежащие 
одной окружности, прямой линией, то все прямые 
сойдутся в одной точке F на линии центров заданных 
окружностей. Причем, если наложить обе картинки 
друг на друга, то точки F окажутся одной общей 
точкой (рис. 11, 12).

Кроме этого, точки пересечения трех окружностей 
позволяют построить полный четырехугольник (че-
тырехсторонник).

 Рис. 11

Рис. 12

	
Если имеем полный четырехугольник (четырех-

сторонник), то на прямой, проходящей через точки 
пересечения противоположных сторон четыреху-
гольника (четырехсторонника), эти две точки и точ-
ки пересечения этой прямой с диагональными пря-
мыми четырехугольника (четырехсторонника) со-
ставляют гармоническую четверку (рис. 13, 14).

 	

 Рис. 13
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Рис. 14

3. Здесь существует такая связь. 
Диагонали четырехугольников всех окружностей 

пучка в эллиптической инволюции пересекаются в 
точке на пересечении радикальной оси и линии цен-
тров заданных окружностей гиперболической инво-
люции (рис. 15).

Рис. 15

Диагонали четырехугольников всех окружностей 
пучка в гиперболической инволюции пересекаются 
в точке на пересечении радикальной оси и линии 
центров заданных окружностей эллиптической ин-
волюции (рис. 16).

Рис. 16

Если выполнить такие построения для всех окруж-
ностей ортогонального пучка, то получим геометри-
ческое место каждой точки гармонической четверки 
[10; 28; 31]: 
•	 ГМ одной точки есть фиксированная точка F;
•	 ГМ второй точки (G) есть прямая — радикальная 

ось; 
•	 ГМ двух остальных точек (K, L) дают: 
•	 для эллиптической инволюции — эллипс, которая 

имеет в точках Р, Q общую касательную с окруж-
ностью двойных точек гиперболической инволю-
ции (рис. 17);

 
Рис. 17

•	 для гиперболической инволюции — две ветви 
гиперболы, которые проходят через центры окруж-
ностей, задающих эллиптическую инволюцию  
(рис. 18).

 
Рис.18

 Радикальная ось окружности имеет определен-
ные свойства и играет важную роль в выполнении 
геометрических построений на плоскости. В данной 
работе мы показали, что с помощью заданной ра-
дикальной оси окружностей и окружности, инци-
дентной двойным точкам гиперболической инво-
люции, можно определять гармонические сопря-
женные точки проективных рядов и осуществлять 
переход от гиперболической к эллиптической ин-
волюции.
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