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Введение. Общеизвестно, что механизмы 
(плоские и пространственные) входят в состав 
многих машин и устройств и используются 
человеком в практической деятельности с 
древнейших времен [1, 2, 3]. Пространствен-
ные механизмы для соединения звеньев имеют 
в основном шаровые, шаровые с пальцем, ци-
линдрические, сферические и вращательные 
шарниры. Затруднений в образовании про-
странственных механизмов с набором указан-
ных кинематических пар нет, их можно кон-
струировать сотнями. Но простоту создания 
механизмов нивелируют сложность изготовле-
ния шаровых шарниров, малый срок службы, 
ограничения по несущей силовой способности 
и ряд других недостатков [4, 5, 6]. Предпочти-
тельнее во всех отношениях в механизмах 
иметь только вращательные шарниры, оформ-
ляемые стандартными подшипниками качения 
или скольжения, у которых значительно выше 
силовые передаточные показатели и срок 
службы, они технологичнее в изготовлении, 
легко изолируются от агрессивной внешней 
среды.  

В истории механизмов и техники нет дру-
гого примера столь длительно по времени 
нахождения в состоянии становления и разви-
тия, как разработка пространственных меха-
низмов только с вращательными шарнирами. 
Был известен  семизвенный механизм, кото-
рый до сих пор  не нашел применения в техни-
ке [7]. Другие механизмы на сегодняшний 
день не известны. В 1903 г. английский мате-
матик Беннетт предложил разработанный экс-
периментальным путём четырехзвенный меха-
низм со скрещенными осями шарниров, рабо-
тоспособную модель которого он изготовить 

не смог [8]. Интерес к пространственным ме-
ханизмам с вращательными парами проявляли 
ученые во всем мире, но только с теоретиче-
ской точки зрения, поскольку никто из них не 
смог изготовить даже его модель, не говоря о 
производственном образце. Такая ситуация 
была обусловлена тем, что развитие этих ме-
ханизмов сталкивалось с неразрешимыми про-
блемами при исследовании, а особенно при 
изготовлении и использовании в технике [9, 
10, 11]. 

На наш взгляд, основные причины возни-
кавших затруднений заключаются в следую-
щем. Звенья такого механизма, например, че-
тырехзвенного, имеют скрещенные геометри-
ческие оси шарниров, поэтому условие совпа-
дения кратчайших расстояний между ними 
(теоретических длин звеньев) не все исследо-
ватели понимали по существу и конкретности. 
Дело в том, что у некоторых звеньев такие 
расстояния измеряются не по их телам, а вне 
тел. В результате в изготовленных моделях 
концы кратчайших расстояний не совпадали, и 
механизм не мог быть работоспособным. 

К потере работоспособности изготовлен-
ных моделей приводило и не соблюдение дру-
гого условия: «кратчайшие расстояния (длины 
звеньев) должны быть пропорциональны си-
нусам соответствующих углов скрещивания». 
Ученые не знали особенности технологии из-
готовления звеньев (два кривошипа и стойка), 
у которых кратчайшее расстояние находится 
вне их материального. 

Решить проблему в полной мере удалось 
казанским ученым Б. В. Шитикову [12] и его 
ученику П. Г. Мудрову [13], которые раскры-
ли новое научное направление о простран-
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ственных механизмах только с вращательными шарнирами. Были образованы сотни новых, ранее 
неизвестных механизмов и устройств на их базе, изготовлены не только в моделях, но и внедре-
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группы, в частности, проектирование пространственного пятизвенного механизма по заданному 
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ственных механизмах только с вращательны-
ми шарнирами. В результате были созданы 
сотни новых, ранее неизвестных механизмов, 
работоспособность которых подтверждена 
сконструированными по уникальной техноло-
гии моделями и устройствами на их базе на 
уровне изобретений. После этого начался вто-
рой этап большой исследовательской работы – 
определение диапазона и сферы практическо-
го применения таких механизмов в технике.  

Цель представленного исследования – про-
ектирование пространственного пятизвенного 
шарнирно-рычажного механизма для исполь-
зования его в автоматизированной линии для 
точного воспроизведения линейного закона 
движения рабочего органа.  

Условия, материалы и методы исследо-
ваний. Анализ пространственных механиз-
мов с вращательными парами [14, 15, 16] с 
учётом возможности лучшей конструктивной 
реализации структурных схем и требуемой 
точности воспроизведения линейной функции 
показал, что для возвратно-вращательного 
движения с рабочими участками на прямом и 
обратном ходе представляют интерес криво-
шипно-коромысловые пятизвенники, у кото-
рых углы скрещивания геометрических осей 
шарниров смежных звеньев 4 и 5 равны  рав-
ны α4 = α5 = 90° (рисунок 1). 

 (1г) 
Здесь и далее αi – угол скрещивания гео-

метрических осей шарниров звена, отсчитыва-
емый против часовой стрелки, принимая за 
начало отсчёта ось шарнира, обращенного к 
наблюдателю, li – кратчайшее расстояние 
между осями шарниров (теоретическая длина 
звена).  

Структурные зависимости для пятизвенни-
ка второго типа, а также его модификации в 
четырёхзвенном исполнении, где звено 2 с 
нулевой теоретической длиной заменено сфе-
рическим шарниром, (см. рисунок 2), следую-
щие: 

 (2а) 

 (2б) 
 (2в) 

 (2г)  

Рисунок 2 – Кинематические схемы разновид-
ностей пространственного пятизвенника: 

а) с зависимостью углов 
α4 = 180° – α5; б) с одной сферической парой; 

ψm– угол максимального поворота (ход) выходного 
звена; остальные обозначения такие же, 

как на рисунке 1 

Рассмотрим эти механизмы и определим 
их возможности для проектирования (синтеза) 
по заданным условиям. Полученные данные и 
формулы будут использованы для разработки 
алгоритма проектирования механизмов в 
CAD. 

Кинематика выходного звена простран-
ственных механизмов с вращательными пара-
ми зависит только от угловых параметров зве-
ньев [13], поэтому их и необходимо опреде-
лить при проектировании. При определении 
линейных параметров необходимо длину од-
ного из звеньев задать произвольно, исходя из 
функционального назначения механизма и 
конструктивного исполнения шарнирных уз-
лов, а остальные рассчитываются по приве-
дённым формулам (1), (2). 

Анализ и обсуждение результатов иссле-
дований. Проектирование пространствен-
ных пятизвенников, у которых α4 = α5 = 90°, по 
воспроизведению возвратно-вращательного 
движения выходного звена (балансира 4) с 
рабочими участками на прямом и обратном 
ходе основано на зависимости между углами 
поворота кривошипа 1 (входного звена) и ба- 

Рисунок 1 – Кинематическая схема простран-
ственного пятизвенника, у которого углы скрещи-
вания геометрических осей шарниров звеньев рав-
ны α4 = α5 = 90°: αi – угол скрещивания геометриче-
ских осей шарниров звена, отсчитываемый против 
часовой стрелки, принимая за начало отсчёта ось 

шарнира, обращенного к наблюдателю; li – кратчай-
шее расстояние между осями шарниров 

(теоретическая длина звена); φ1, ψ4 – углы поворота 
входного (1) и выходного (4) звеньев 

Для воспроизведения возвратно-
вращательного движения с рабочим ходом на 
прямом участке лучше использовать разно-
видность указанных пятизвенников, у которой 
те же углы для смежных звеньев связаны зави-
симостью α4 = 180° – α5 (рисунок 2а), или их 
модификацию – четырёхзвенник с одной сфе-
рической парой (рисунок 2б). 

Пятизвенник первого типа (см. рисунок 1), 
существует при следующих условиях: 

 (1а) 

 (1б) 

 (1в) 

1 3 1 3, ,l l  

0

1 3 1 39 ,0 ,l l   

1,3 4,5 1,3si ,nl l  

2 4 5.2 2l l l 

 1 3 1 3 ;, l l  

0

2 5 2180 2 , 0;l   

1,3 4,5 1,3 4,5sin n ;/ sil l   

 0

2 5 2180 2 , 0;l   
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лансира (рисунок 3): 

 

 (3) 

 

где α1 – угол скрещивания геометрических 
осей шарниров кривошипа (звена 1); 
 φ1 – угол его поворота; 
 ψ4 – угол поворота балансира.  

Рисунок 3 – График зависимости угла поворота 

выходного звена от угла поворота входного 

(ψ4 = f(φ4)), сплошной линией показан график для 

случая, когда угол скрещивания геометрических 

осей шарниров звена 1 α1 < 90°, пунктирной – когда 

α1 < 90°: φр, φр
/ – углы поворота входного звена при 

рабочем ходе механизма; ψр, ψр
/ – углы поворота 

выходного звена при рабочем ходе механизма; 

ψ4т – максимальная амплитуда колебаний угла по-

ворота выходного звена 

Рассмотрим механизм, у которого α1 < 90°. 

Как видно из графика (см. рисунок 3), кривая 

ψ4 = f(φ1) симметрична относительно точки a. 

Поэтому отрезок прямой cв = 2 aв и 

 (4) 

Следовательно, достаточно рассмотреть 

одну ветвь кривой ψ4 = f(φ1), то есть её отрезка  

aк/в, приближ аемого к от резку  ав прямой 

ψр
/ = кφр

/  с точностью max (рисунок 4).  

Рисунок 4 – Определению целевой функции для 

проектирования механизма: φк– угол поворота 
входного звена для максимального отклонения 

точки К графика ψ4 = f(φ1) от прямой на рабочем 

участке; max – целевая функция, остальные обозна-
чения разъяснены в предыдущих рисунках и тексте 

статьи 

Тогда относительная погрешность будет 
равна: 

 (5) 

Анализ расположения кривой, определяе-
мой зависимостью ψ4 = f(φ1), и прямолинейно-

го участка относительно новой системы коор-
динат ψφ, выбранной с целью приблизить осу-
ществление рабочего участка на прямом ходе, 
на графике (рисунок 5) показывает, что вели-
чина прямолинейного рабочего участка на 
прямом и обратном ходе одинакова. 
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Рисунок 5 – Определению параметров, отвечающих 

заданному значению целевой функции: φс, ψс – 

координаты точки С в системе координат φОψ, с 
которой начинается прямолинейный участок св 

движения выходного звена, остальные обозначения 
разъяснены в предыдущих рисунках и тексте статьи  

При проектировании механизма необходи-
мо исходить из заданной величины рабочего 
(прямолинейного) участка движения баланси-
ра ψр и его полного размаха (хода) ψm,, связан-
ных следующе зависимостью: 

 
 
 

При этом должна обеспечиваться точность 
воспроизведения относительной погрешности 

ψ = 18%. 
Для этого пятизвенника ход балансира 

можно определить по формуле: 

если учесть, что α4 = α5 = 90°  , то получим: 
 (8) 

 
 
отсюда 

 (10) 
 

Определив по формуле (10) угол α1, исходя 
из заданных величин ψр  и n, найдём макси-

мальное отклонение max из выражения: 

 
 

 (11) 
 
 

Здесь К – угловой коэффициент, характе-
ризующий крутизну прямолинейного участка 
ав: 

 (12) 

 
φк – угол, определяющий точку касания 

касательной LM, проведённой параллельно 
отрезку ав (см. рисунок 3 и 4). 
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 (18) 
 

где α5 – угол скрещивания геометрических 
осей шарниров звена 5 (стойки механизма), 
который может меняться от 70° до 85°. 

Рассмотрим случай, когда α1 > 90°. Как 
видно на графике, кривая ψ4 = f(φ1), как и для 
пятизвенника предыдущего типа, симметрич-
на относительно точки a. Поэтому все рассуж-
дения о точности приближения соответствую-
щего участка кривой ψ4 = f(φ1) к отрезку пря-
мой, изложенные ранее, пригодны и здесь.  

В рассматриваемом случае кроме целевой 
функции составим дополнительное уравнение, 
связывающее ход балансира, углы α1 и α5. 

Это уравнение имеет следующий вид:  
 
 
 
или 
 
 

 
Отсюда: 
 
 
 
 

А так как:  
 
 

то 
 
 
 

Рисунок 6 – График зависимости угла поворота 
выходного звена от угла поворота входного для 
второго типа пятизвенника: сплошная линия для 

случая, когда α1 < 90°, пунктирная – α1 > 90°: 

ψm – ход балансира; φр – соответствующий ему 

угол поворота входного звена; φ1O, ψ4O – координа-

ты начала (точки O) координатной системы ψφ; φ1C, 

ψ4C – координаты начала (точки С) прямолинейного 

участка движения балансира; φC, ψC – координаты 

той же точки в координатной системе ψφ; осталь-
ные обозначения разъяснены в предыдущих рисун-

ках и тексте статьи  

Следовательно,  
 
 

 (22) 
 

Угол φ/
р, входящий  в формулу (12), нахо-

дится из выражения:  
 
 
 
 

которое получено из формулы (3) заменой в 
ней φ1 на φI

р, +180° и ψ4  на ψр  / 2.  
Формула (13) получена путём приравнива-

ния частной производной функции ψ4 = f(φ1)  
коэффициенту K (касательная LM параллельна 
отрезку ав), то есть: 

где φ/
к =180° + φк. 

Поскольку относительная погрешность ψ 
изменяется в широких пределах, а желательно 
иметь минимальное её значение, то при 
направленном поиске параметров механизма 
здесь и далее будем исходить из нижнего пре-
дела этой величины [17]. 

Итак, получена целевая функция  max (или 

ψ0) и соответствующие формулы, необходи-
мые для синтеза механизма, воспроизводяще-
го возвратно-вращательное движение с рабо-
чими участками на прямом и обратном ходе. 
Синтез осуществляется в следующем порядке. 
Задаётся рабочий участок хода балансира ψр. 
Берётся большее значение n, определяется 

угол α1 и величина целевой функции ψ0, ко-

торая сравнивается с нижним значением ψ. 

При этом должно выполняться условие ψ0 ≤ 

ψ. Если оно не выполняется, то значение n 
уменьшается на небольшую величину и про-

цесс повторяется до получения ψ0 ≤ ψ., ли-

бо, если это не удается, до получения ψi+1
0 – 

ψi ≥ 0., то есть до достижения минимума 

 max. Затем увеличивается на определённую 
величину и процесс повторяется до тех пор 

пока не будет достигнуто условие ψ0 ≤ ψ. 
Получив требуемую точность и, следова-

тельно, угол α1, определяются остальные пара-
метры: в частности, координаты точки О 

(начало новой системы координат φ): 
 

 (15) 
 

координаты точки С (начало прямолиней-

ного участка св) в старой системе 4φ1: 
 

 (16) 
 

и в новой системе φ: 
 
 
 
а также линейные параметры по формулам (1). 

Рассмотрим теперь проектирование про-
странственных пятизвенников, у которых 
α4 = 180° – α5  . Для него имеем:  
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в системе CAD и проводится в следующем 
порядке. Задаётся – ψР  рабочий участок хода 
балансира. Берутся верхний предел коэффици-
ента n и нижнее значение угла α5, определяет-
ся величина угла α1, затем целевая функция 

ψ°, которая сравнивается с нижним значени-

ем относительной погрешности ψ. При этом 

должно обеспечиваться условие ψ°≤ ψ. Ес-
ли оно не выполняется, значение n уменьшает-
ся на небольшую величину и процесс повторя-
ется до получения необходимого условия, или 

ψ°i+1 - ψI ≥ 0, то есть получения минимума 

целевой функции max. В последнем случае 
угол α5 увеличивается на небольшую величи-
ну, и процесс повторяется до обеспечения то-

го же условия (ψ°≤ ψ.). Если оно не дости-

гается, а все значения n и α5 перебраны, то ψ 
увеличивается на определённую величину и 
процесс снова повторяется, пока условие не 
будет выполнено. 

Получив значения углов α1 и α5, а также 
коэффициента n при требуемой точности вос-
произведения возвратно-вращательного дви-
жения, определяют другие параметры меха-
низма по следующим формулам: 
ход балансира  
 

 (29) 
 

угол поворота кривошипа, соответствующий 
ходу балансира: 

  

 (30) 
 

координаты точки O (см. рисунок 6): 
 
 (31) 
 

координаты точки С (начало прямолинейного 
участка) в системе ψ4φ1: 

 

(32) 
 
и в системе ψφ: 

(33) 
 

Углы α2 и α4, а также линейные параметры 
находятся по формулам (2).  

Выводы. В результате исследований вы-
явлены оптимальные структурные схемы про-
странственных 5R механизмов, которые вос-
производят движение выходного звена на ра-
бочих участках по линейной функции с задан-
ной точностью. 

Для каждого механизма получены целевая 
функция и соответствующие аналитические 
зависимости, необходимые для программиро-
вания синтеза в системе CAD. 

Составленное, кроме целевой функции, 
дополнительное уравнение, связывающее ис-
комые параметры и данные для проектирова-
ния, а также установленные границы их изме-
нения, позволяют упростить задачу целена-
правленного поиска параметров синтезируе-
мого механизма.  

и 
 

 (23) 
 
 

Для рассматриваемого случая справедливо 
второе значение α1, то есть выражение (23). 

Теперь найдём максимальное отклонение: 

(24) 
 

Входящий в эту зависимость угловой коэф-
фициент K определяется по формуле (12), в 
которую подставляется значение угла φ /

2, φ
 /
Р , 

найденное из выражения: 
 

 (25) 
 
где 
 

(26а) 
 
 

 (26б) 
 

 
(26в) 

 
Угол φ 

к вычисляется по формуле: 
 
 
(27) 
 
 

которая получена путём приравнивания част-
ной производной ∂ψ4/∂φ1  угловому коэффи-
циенту K, то есть:  

 
 

(27) 

 
где φ/

К =180 + φК, 

В формуле (27) при  

радикал берётся со знаком минус, если же 

– со знаком плюс. 
Таким образом, найдена целевая функция и 

соответствующие зависимости, необходимые 
для проектирования пространственного пя-
тизвенника и его четырёхзвенной модифика-
ции, имеющей такие же параметры звеньев 
1,3,4,5 и сферический шарнир, заменяющий 
звено 2 нулевой длины (рисунок 2б), воспро-
изводящих возвратно-вращательное движения 
с рабочим ходом на прямом участке. 

Проектирование может быть осуществлено 
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DESIGN OF A SPATIAL 5R MECHANISM FOR A SPECIFIED LAW OF THE OUTPUT LINK MOTION 
Mudrov A.P., Mudrov A.G., Pikmullin G.V. 

Abstract. The studies were carr ied out with the aim of designing (synthesizing) a functional five-link spatial 
mechanism with rotational pairs (5R mechanism), reproducing the movement of the output link at the working sections in 
a linear function with a given accuracy. In the historical development of mechanisms, the seven-link mechanism with 
rotary joints was known, which until now has not been used in technology. Kardan-Gook’s spherical mechanism is widely 
used. In 1903, the English mathematician Bennett described a spatial four-link mechanism with crossed geometric axes of 
hinges, a workable model of which he could not manufacture. Scientists around the world showed interest in the Bennett 
mechanism, but for a long time, none of them could even produce its model, let alone the production model. Kazan scien-
tists were able to fully solve the problem, who fundamentally revealed a new scientific direction about spatial mechanisms 
with only rotational joints. Hundreds of new, previously unknown mechanisms and devices based on them were formed, 
manufactured not only in models, but also introduced into production. Now work is underway to further study the mecha-
nisms of this group, in particular, the design of a spatial five-link mechanism for a given movement of the output link. As a 
result of the studies, the objective function and the dependences necessary for the design of the mechanism are obtained. 
An algorithm has been developed and described in sufficient detail for solving this problem in CAD for two types of spa-
tial five-link chains: with the same angles of intersection of the geometric axes of the hinges of the rack and the output 
link, equal to 900 and with the indicated angles that complement each other up to 1800. 

Key words: spatial five-link mechanism, rotary joints, design, objective function, law of movement of the output link, 
linear function. 
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