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Аннотация. Изучено распространение гидромаг-

нитных (МГД) волн в одномерно-неоднородной плаз-
ме конечного давления с кривыми силовыми линиями. 
Магнитные поверхности считаются концентрически-
ми цилиндрами, где радиус цилиндра моделирует 
радиальную координату в магнитосфере Земли. 
Предполагается, что волны обладают азимутальной 
мелкомасштабностью. В данном приближении име-
ется только две МГД-моды: альфвеновская и медлен-
ный магнитный звук (ММЗ). Получено обыкновенное 
дифференциальное уравнение, описывающее про-
странственную структуру волнового поля в данной 
модели. Изучен характер особенностей на поверхно-
стях альфвеновского и ММЗ-резонансов, влияние на 
него кривизны силовых линий. Определены области 
прозрачности волн. Установлено существенное 
расширение области прозрачности ММЗ по сравне-
нию со случаем прямых силовых линий, а само су-
ществование альфвеновской области прозрачности 
обусловлено наличием кривизны силовых линий и 
конечного давления плазмы: в противном случае 
пространственная структура представляет локализо-
ванный резонанс. 

 
Ключевые слова: МГД-волны, цилиндрическая 

модель магнитосферы, МГД-резонансы. 

Abstract. We have studied propagation of hydro-
magnetic (MHD) waves in one-dimensionally inhomo-
geneous finite pressure plasma with curved field lines. 
Magnetic surfaces are considered to be concentric cyl-
inders, where the cylinder’s radius models the radial 
coordinate in Earth’s magnetosphere. The waves are 
supposed to be azimuthally small-scale. In this approx-
imation there are only two MHD modes — Alfvén and 
slow magnetosonic (SMS). We have derived an ordi-
nary differential equation for the spatial structure of the 
wave field in this model. We have examined the charac-
ter of the singularity on the surface of Alfvén and SMS 
resonances and the influence of field line curvature on 
them. We have determined wave transparent regions. 
The SMS transparent region was found to essentially 
broaden as compared to the straight field line case. The 
very existence of the Alfvén transparent region is 
caused by the field line curvature and finite plasma 
pressure; otherwise, the wave structure is represented by 
a localized resonance. 

 
Keywords: MHD waves, cylinder model of the 

magnetosphere, MHD resonances. 
 
 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Ультранизкочастотные (УНЧ) волны с большими 

азимутальными волновыми числами наблюдаются в 
приэкваториальных областях магнитосферы, харак-
теризующихся достаточно высоким плазменным 
давлением (отношение плазменного давления к маг-
нитному β∼1) и значительной кривизной силовых 
линий [Агапитов, Черемных, 2011; Моисеев и др., 
2016.; Rubtsov et al., 2018a]. Эти волны генерируются 
благодаря инжекции в плазму высокоэнергичных 
частиц [Гульельми, Золотухина, 1980; Магер, Кли- 

мушкин, 2007; Костарев, Магер, 2017]. В последние 
годы азимутально-мелкомасштабные волны интен-
сивно исследуются с помощью радаров [Бернгардт, 
2017; Chelpanov et al., 2018] и спутников [Leonovich et 
al., 2015; Mager et al., 2018., Takahashi et al., 2018]. По-
строение теории таких волн является актуальной зада-
чей физики космической плазмы, поскольку они могут 
отвечать за ускорение заряженных частиц в магнито-
сфере [Ukhorskiy et al., 2009] и служить триггерами 
суббурь [Rae et al., 2014]. 

Как известно, в рамках магнитной гидродинамики 
(МГД) в плазме могут существовать три моды коле-
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баний — альфвеновские волны, быстрый магнитный 
звук (БМЗ) и медленный магнитный звук (ММЗ). 
При учете неоднородности плазмы эти моды «сцеп-
ляются», т. е. не могут распространяться независимо 
друг от друга. Простейшей моделью магнитосферы 
является одномерно-неоднородная модель с прямыми 
силовыми линиями, учитывающая только неодно-
родность магнитосферы поперек магнитных оболо-
чек (box model) [Southwood, 1974; Chen, Hasegawa, 
1974; Мазур, Чуйко, 2013]. Эта модель позволила 
установить явление альфвеновского резонанса, суть 
которого заключается в следующем. Процессы на 
границе магнитосферы порождают БМЗ-волну, рас-
пространяющуюся вглубь магнитосферы. На неко-
торой поверхности, расположенной внутри магни-
тосферы, БМЗ отражается. Однако часть энергии 
БМЗ туннелирует и с экспоненциально уменьшаю-
щейся амплитудой распространяется еще глубже 
внутрь магнитосферы, пока не достигнет магнитной 
поверхности, где ее частота совпадает с локальной 
частотой альфвеновской волны. На соответствую-
щей магнитной поверхности имеется резкий пик 
амплитуды альфвеновской волны. Азимутальная 
компонента электрического поля волны, а также 
радиальные компоненты магнитного поля и скорости 
плазмы имеют логарифмическую особенность, ради-
альная компонента электрического поля и азимуталь-
ные компоненты магнитного поля и скорости — осо-
бенность типа полюса. 

Обобщение этой модели на случай конечного 
плазменного давления было проведено в работе 
[Yumoto, 1985], в которой было показано, что в 
плазме с β >0 должен существовать также резонанс 
на магнитной поверхности, где частота волны равна 
локальной частоте ММЗ-волн. Особенность на этой 
поверхности оказалась такой же, как на поверхности 
альфвеновского резонанса. 

В пределе азимутальной мелкомасштабности ро-
лью БМЗ можно пренебречь, поскольку область его 
прозрачности оказывается локализованной непо-
средственно вблизи магнитопаузы и в магнитосферу 
поступает лишь экспоненциально малая часть энер-
гии БМЗ [Гульельми, Потапов, 1984]. Двумя основ-
ными модами МГД-колебаний в этом случае явля-
ются альфвеновские моды и ММЗ, сцепленные из-за 
кривизны силовых линий [Southwood, Saunders, 
1985; Walker, 1987; Cheremykh, Parnowski, 2004]. 
Пространственная структура этих мод в двумерно-
неоднородной модели магнитосферы с непостоян-
ной кривизной силовых линий изучалась в работах 
[Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998; Klimushkin et 
al., 2004]. Было показано, что в рассмотренной мо-
дели имеются две области локализации моды — 
альфвеновская и ММЗ области прозрачности. Каж-
дая из них ограничена с одной стороны резонансной 
поверхностью, на которой радиальная компонента 
волнового вектора kr обращается в бесконечность, и 
поверхностью отражения, на которой kr обращается в 
нуль. Внутри каждой из областей прозрачности 
kr

2>0. Были изучены особенности волнового поля на 
резонансных поверхностях. На альфвеновской резо-
нансной поверхности особенность оказалась такой 
же, как и в одномерно-неоднородной плазме. Однако 

на резонансной поверхности ММЗ особенность оказа-
лась иной, чем в одномерно-неоднородной модели. 

Осталось не вполне понятным, в какой мере 
можно доверять полученным в работах [Климуш-
кин, 1997; Klimushkin, 1998; Klimushkin et al., 2004] 
результатам, поскольку математические методы 
исследования двумерно-неоднородной модели маг-
нитосферы разработаны еще недостаточно. Для раз-
решения этих трудностей в работах [Черемных и др., 
2014, 2016] была исследована цилиндрическая мо-
дель магнитосферы, в которой магнитные поверхно-
сти считаются концентрическими цилиндрами и учи-
тывается только неоднородность поперек магнит-
ных поверхностей. Несмотря на свою относитель-
ную простоту, эта модель сохраняет такие базовые 
черты магнитосферной плазмы, как радиальная не-
однородность и кривизна силовых линий. При этом 
она позволяет обойти ряд математических трудно-
стей, характерных для более реалистичных дву-
мерно-неоднородных моделей. Цилиндрическая мо-
дель использовалась также для изучения МГД-волн 
в солнечной короне [Kaneko et al., 2015, Cheremnykh 
et al., 2018]. 

Основные результаты более ранних работ [Кли-
мушкин, 1997; Klimushkin, 1998., Klimushkin et al., 
2004] в части, касающейся альфвеновских мод, были 
подтверждены. Однако в статьях [Черемных и др., 
2014, 2016] не была подробно рассмотрена простран-
ственная структура ММЗ. Остались за кадром также 
вопросы соответствия цилиндрической модели и плос-
кой модели магнитосферы, изученной в работе 
[Yumoto, 1985]. В предлагаемой статье мы заполняем 
этот пробел. 

 
1.  ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ 
Для описания ультранизкочастотных волн обычно 

используют систему МГД-уравнений: 

( )1 , 0,
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u — скорость, ток и магнитное поле; ρ, P — 
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Линеаризируя систему (1), получаем 
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где величины с индексом 0 представляют собой рав-
новесные значения , , , , ,P J B Eρ

d γd γd γd

u , а с индексом 1 — 
малые отклонения от равновесия. 

Следуя работе [Cheremnykh et al., 2018], рас-
смотрим одномерно-неоднородную цилиндриче-
скую модель плазмы, в которой силовые линии маг-
нитного поля являются концентрическими окружно-
стями и все равновесные величины зависят только от 
радиальной координаты r — радиуса окружности 
(рис. 1). 

Координата y, направленная вдоль оси симмет-
рии системы, играет роль азимутальной координаты 
в магнитосфере. В этой модели магнитное поле 
B0=(0, B0φ(r), 0) и плазменное давление P0(r) удовле-
творяют условию равновесия 

2 2
0 0

0 .
8 4
B B

P
r r
 ∂

+ = ∂ π π 
  (6) 

Рассмотрим монохроматическую волну с часто-
той ω. Ввиду симметрии системы по координатам φ 
и y скорость плазмы можно записать в виде  

( ω φ)
1 1( , ) ( ) ,yi t k y Nr t r e − + +=
d d

u u    

где ky — азимутальная компонента волнового векто-
ра; N — натуральное число. Роль азимутального 
волнового числа m в цилиндрической модели маг-
нитосферы играет величина m=kyr. Величину k||=N/r 
можно считать аналогом продольной (вдоль маг-
нитного поля) компоненты волнового вектора. 

Тогда уравнение движения (2) можно записать 
по компонентам в виде 
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Здесь / ,r r∂ = ∂ ∂  а δP — возмущение полного 
давления (суммы плазменного и магнитного давле-
ний): 

0 1φ
1δ .

4π
B B
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С помощью уравнения (4) получаем 
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01
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Рис. 1. Одномерно-неоднородная цилиндрическая мо-

дель 

После преобразований с учетом (7) получаем: 
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где 0 0 A s
A c 2 2

00 A s

, γ ,
ρ4πρ s

B P
= = =

+

u u
u u u

u u
 (10) 

альфвеновская, звуковая и медленная магнитозвуко-
вая скорости, 
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Ниже будет показано, что частоты ωA и ωc соот-
ветствуют альфвеновскому и ММЗ-резонансам, ча-
стоты ω± — точкам отражения БМЗ и ММЗ соответ-
ственно. Азимутально-мелкомасштабному случаю 
соответствует предел ky >> k||. В этом случае выра-
жения для частот ω± сводятся к виду 

( )( )2 2 2
A s |

2
|
2ω ,yk k+ = ++u u  (12) 

2
2 2 c

c 2
+

ω
ω ω 1 .

ω−

 
= + 

 
 (13) 

Если теперь подставить δP из (9) в систему (7), 
можно получить дифференциальное уравнение, 
описывающее пространственную структуру альфве-
новских волн, БМЗ- и ММЗ-волн: 
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 (14) 
Здесь с ( )χ –1/r r=  — функция кривизны сило-

вых линий, ( ) 0P
1

0χ rPr P−= ∂  — радиальный масштаб 
изменения плазменного давления. Это уравнение 
совпадает с полученным в работе [Черемных и др., 
2014] более наглядном виде. 

Зная радиальную компоненту скорости, с помощью 
выражения (9) можно найти возмущение полного дав-
ления δP. Далее с помощью (7) компоненты u1φ и u1y 

выражаются через u1r и δP следующим образом: 
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( )
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Отметим, что в магнитосфере компонента u1y, 
направленная по бинормали к силовым линиям, иг-
рает роль азимутальной компоненты скорости, а ком-
понента u1φ — роль продольной компоненты, 
направленной вдоль силовых линий. Как нетрудно 
видеть из формул (15), продольная компонента ско-
рости в отличие от радиальной и азимутальной ком-
понент исчезает при стремлении давления плазмы к 
нулю (т. е. при uс→0). 

 
2.  ПЛОСКИЙ СЛУЧАЙ:  
 ПРЕНЕБРЕЖИМО МАЛАЯ  
 КРИВИЗНА СИЛОВЫХ ЛИНИЙ 
С целью сопоставления с результатами, полу-

ченными в цилиндрической модели, рассмотрим 
сначала случай прямых параллельных силовых ли-
ний (box model), ранее рассмотренной в работе 
[Yumoto, 1985]. При χ 0с =  из (14) следует уравне-
ние для гидромагнитных мод [Yumoto, 1985]:  
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+

2 2
0 A 1

ω ω ω ω
ρ

ω ω ω ω

ρ ω ω 0.

r r r

r

−

 − −
 ∂ + ∂ +

− −  

+ − =

u u u

u

 (16)  

У этого уравнения имеются четыре особых точки, 
определяющиеся условиями 

2 2 2 2
c

2 2 2 2
A

ω ω ( ), ω ω ( ),

ω ω ( ), ω ω ( ).

r r

r r
−

+

= =

= =
 (17) 

Решениями этих четырех уравнений являются точ-
ки с координатами rc(ω), r–(ω), rA(ω) и r+(ω) соответ-
ственно. При небольших значениях параметра β и для 
поперечно-мелкомасштабных колебаний (ky>>k||) меж-
ду соответствующими частотами имеются сотношения 

c Aω <ω ω ω .− +    

При этом в большей части магнитосферы функ-
ции 2 2 2 2

c Aω ( ), ω ( ), ω ( ), ω ( )r r r r− + являются убывающими 
[Moore et al., 1987]. Следовательно, ближе всего к 
Земле должна быть расположена точка rc, далее идут 
последовательно точки r–, rА и r+ (рис. 2). 

 
Рис. 2. Графическое решение уравнений (16) и маг-

нитные поверхности (плоская модель) 

Сначала рассмотрим область cω ω ,−  

Aω ω ω ,−−   соответствующую области прозрач-
ности ММЗ. В этой области уравнение (16) сводится 
к виду 

( )
2 2

c
0 1 0 12

2
2

2ω ω ( )
ρ ρ 0.

ω ω ( )r r r y r
r

k k
r−

 −
∂ ∂ =+− − 

u u
�

 (18) 

Если искать решение этого уравнения в ВКБ-
приближении, значение радиальной компоненты 
волнового вектора kr(r, ω) будет определяться из 
соотношения 

( )
2

2 2
2

2 2
c

2( ,
ω ω ( )

.
ω ω ( )

ω)r yk r k k r
r

−= − +
−
−�

 (19) 

График зависимости величины 2 ( ,ω)rk r  от квад-
рата частоты ω2 изображен на рис. 3. Из формулы 
(19) видно, что в точках rc и r– величина kr обращается 
в бесконечность и нуль соответственно. Поэтому эти 
точки могут быть названы точкой ММЗ-резонанса и 
точкой отражения ММЗ-волны. Область между ними, 
где 2 0,rk > может быть названа областью прозрачно-
сти ММЗ-волны. 

Применимость ВКБ-приближения в области лока-
лизации ММЗ-волны заслуживает отдельного обсуж-
дения. ВКБ-приближение можно применять в том 
случае, когда в области прозрачности укладывается 
много длин волн. Необходимым (но не достаточ-
ным) условием этого является наличие некоторого 
большого параметра в волновом уравнении. В случае 
уравнения (18) большим параметром естественно 
считать величину ky. 

Однако, как следует из (13), сама разность 2 2
cω ω− −  

обратно пропорциональна квадрату этой величины: 
2

2 2 2 с
c c

2

2 2
A s

2ω ω ω .
y

k
k− =−

+
u

u u
�   

Таким образом, с ростом ky область прозрачно-
сти сужается. Как нетрудно видеть, условие приме-
нимости ВКБ-приближения имеет вид 

2
с

2 2

2

2
A s

1,y
y

L
k

k
k

+
2

u
u u

�   

где 𝐿𝐿 — характерный масштаб радиальной неодно-
родности плазмы. Таким образом, ВКБ-приближение 
применимо только в слабонеоднородной плазме, ко-
гда величина 𝐿𝐿 очень велика. 

 
Рис. 3. Зависимость квадрата компоненты волнового 

вектора от квадрата частоты в МЗ-области прозрачности 
(плоская модель) 
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В окрестности точки ММЗ-резонанса r≈ rc 
можно воспользоваться линейным разложением 

2 2 2 c
c c

c

ω ω ( ) ω ,
r r

r
l
−

− =  где величина 
2
c c

c
2
c c

ω ( )

ω ( )

r
l

r
= −

′  

 

имеет смысл характерного масштаба изменения 
магнитосферных параметров. Величина lc одного 
порядка с L. Тогда уравнение (18) примет вид 



1
c2

1 1 1
c c

1 λ 0.r r r r rr r r r

−

∂ + ∂ − =
− −

u u u   (20) 

Здесь  ( )
2

12 c
c c 2 2

c

ω
λ

ω ωyk l
−

−

=
−

 — длина ММЗ-волны 

вблизи поверхности (точки) резонанса rc. Решением 
этого уравнения являются функции Бесселя нулевого 
порядка 









c c
1 21 0 0

c c
2 2 ,

λ λr
r r r r

K I
   − −

= +      
   

u u u   (21) 

где 1u  и  2u — произвольные постоянные. Запишем 
асимптотику этого решения при c cλ :r r− 

   



c
1

c
ln .

λr
r r−

−u  (22) 

Таким образом, в непосредственной окрестности 
точки rc решение имеет логарифмическую особен-
ность — точку ММЗ-резонанса. При обходе лога-
рифмической особенности в область r–rc<0 возника-
ет скачок iπ/2:  



c
1

c

πln .
2λr

r r i−
−−u  (23) 

С помощью соотношений (15) нетрудно опреде-
лить поведение и двух других компонент скорости 
плазмы. Продольная (вдоль внешнего магнитного 
поля) компонента скорости имеет особенность типа 
полюса: 

 c
1φ

c

λ .
r r

=
−

u   

То же самое относится и к компоненте 1 ,yu  
направленной по бинормали к магнитным оболочкам: 

 c
1

c

λ .y r r
−

−
−u   

Компоненты электрического и магнитного поля 
также будут иметь особенности: 

c c
1 0 1 0 1φ

c c

c
1 1 1φ 0

c

λ
, ln , 0,

λ

λ
0, .

r y

r y

r r
E E E E E

r r

E E E E
r r

−
=

−

= =
−



− −





−

   

Теперь определим решение вблизи точки отра-
жения ММЗ r–, когда cω ω ω .−−   В этом случае 
уравнение (18) может быть преобразовано к виду 

( )2 3
1 1 1

1 λ 0.r r r r rr r
r r

−
− −

−

∂ − ∂ − − =
−

u u u  (24) 

Здесь обозначено ( )
2

13 2 2 2
cλ ω ω ω ,yk

l
−−

− − −
−

= −

2 2ω / ω ( ) .l r− − − −
′ = −    Это уравнение для производ-

ных функций Эйри. Его общее решение имеет вид 

1 .
λ λr

r r r ra Ai b Bi− −
− −

− −

   − −′ ′= +   
   

u  (25) 

где a– и b– — константы, Ai и Bi — функции Эйри 
первого и второго рода. Штрихами обозначены про-
изводные по r. Таким образом, наличие особенности 
в точке r− в волновом уравнении (16) не приводит к 
особенности решения. 

В области локализации альфвеновской волны, 
когда A с +ω ω и ω ω ω ,≈    общее уравнение (15) 
сводится к виду 

( ) ( )
( )

2 2
A 1

2 2
A 1

2 2ω ω

ω ω 0.

r r r y

r

r

r

k k+ ∂ ∂ × 
 × = 

+ u +

+ u

�  (26) 

Разлагая функцию ( )2
Aω r  в окрестности точки 

r≈rA с точностью до первого члена 

( ) ( ) ( )2 2 2
A A A A Aω ω ωr r r r′ ≈ − − + , получим 

уравнение 

( )2 2 2
1 1 1

1 0,r r r r y r
A

k k
r r

υ υ υ∂ + ∂ − + =
− 

 (27) 

представляющее из себя модифицированное урав-
нение Бесселя нулевого порядка. Его общее реше-
ние имеет вид 

( )( )
( )( )

1 0 A
2

A
2 2

0

2

,

r y

y

I r r

K r r

k k

k k

+

−

= − +

+ + −

+u u

u

�

�

 (28) 

где I0(z), K0(z) — модифицированные функции Бес-
селя, ,+ −u u  — произвольные постоянные. В окрест-
ности альфвеновского резонанса это решение имеет 
логарифмическую особенность 

( )2
1

2
Aln .r yk k r r+ − −u

�
 (29) 

В соответствии с правилом обхода особенности 
аналитическое продолжение этого решения на об-
ласть r<rA имеет вид 

( )2 2
1 Aln π.r y r ik k r − − +−u

�
 (30) 

При этом азимутальная компонента скорости u1y 

имеет особенность типа полюса: 

1
A

1 ,r r r−
−u   

в то время как продольная компонента 1φu  особен-
ностей не имеет. 

Наконец, при достаточно большой частоте волны 
( )Aω ω2 уравнение (16) сводится к виду 

2 2
A s

0 1 0 12 2
+

ρ ρ 0.
ω ω ( )r r r rr

+
∂ ∂ + =

−
u u

u u  (31) 
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� 

При решении этого уравнения в ВКБ-прибли-
жении квадрат радиальной компоненты волнового 
вектора определяется выражением 

( )2 2
A s

2
2 2 2 .ω
r yk k k= − +

+u u �
 (32) 

Это выражение непосредственно получается из 
дисперсионного уравнения для БМЗ [Southwood, 
1974]. Из (32) видно, что точка r+, где выполняется 
равенство 2 2

+ω ω ( ) 0,r =+  является точкой отраже-
ния БМЗ, поскольку в этой точке радиальная компо-
нента волнового вектора обращается в нуль. 

Рассмотрим решение вблизи этой точки подроб-
нее. Разлагая функцию 2

+ω ( )r  в ряд в области r≈r+, 

( )2 2 2 2
+ + +ω ω ( ) ω ( ) ω ,

r rr r r r
l

+
+ +

+

−′ ≈ − − = +   

получим 

( )2 3
1 1 1

+

1 λ 0,r r r r rr r
r r

−
+ +∂ − ∂ + − =

−
u u u  (33) 

где 
2

3 1
2 2
A s

ω
λ .l− − +
+ +=

+u u
 Решением (33) будет 

1 .
λ λr

r r r ra Ai b Bi+ +
+ +

+ +

   − −′ ′= − + −   
   

u  (34) 

Это решение регулярно. Как и в случае точки от-
ражения ММЗ, наличие особенности в волновом 
уравнении не приводит к особенности решения. 

 
3.  АЗИМУТАЛЬНО- 
 МЕЛКОМАСШТАБНЫЕ ВОЛНЫ  
 В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
В работе [Черемных и др., 2014] было получено 

дифференциальное уравнение с помощью которого 
найдена пространственная структура ММЗ и аль-
фвеновских мод. Однако вопрос о пространственной 
структуре ММЗ не был решен до конца. Рассмотрим 
этот вопрос более подробно. 

В азимутально-мелкомасштабном случае (когда 
yk k2

�
) частота волны много меньше частоты от-

ражения БМЗ: +ω ω . Тогда дифференциальное 
уравнение (14) приводится к виду 

( )( )
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 − −
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u

u
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 (35) 

Здесь ω1,2 — решение биквадратного уравнения 

( )p c2 2 2 2 2 2 2
A 0 c c

0

χ χ
ω ω 2 ω ω 4χ ω 0.

ρ
P −

 
− − − − = 

 
u    

Запишем выражения для частот ω1,2: 

( )

( ) ( )

1,2

2 2 2 2
p c c

22 2 2 2 2 2 4 4
p p c

2

c c c

ω ω 4 χ

ω ω 8 ω ω χ 16 χ

1ω
2

,

−

− −

=  + ±


+ + +± − 

u

u u
 (36) 

где обозначено 

( )2 2
p A 0 0 p cω ω 2 ρ χ χ .P= +  (37) 

Выражение (35) полностью согласуется с урав-
нением полученным в работе [Черемных и др., 2014] 
для специальных альфвеновских и ММЗ-мод. 

Если давление плазмы не очень велико и выпол-

няется условие ( )2

cβ χ / 1,k 

�
частоты ω1,2 можно 

записать в приближенном виде: 
2 2

2 2 c c
1 c p2

A

2 2 2 2 2 2 2 2
2 A c c A c p p c c

χ
ω ω 1 4 χ ,

ω

ω ω 4χ β χ χ ω 4χ .

 
= − 

 
= + − = −

u

u u u

 (38) 

Следовательно, частота ω1 ближе к частоте ММЗ-
резонанса ωc, а ω2 — к альфвеновской резонансной 
частоте ωА. Из этих формул видно также, что частота 
ω1 всегда меньше частоты ММЗ-резонанса: ω1<ωc. Од-
нако частота ω2 может быть как больше, так и меньше 
альфвеновской резонансной частоты. 

Для начала рассмотрим решение этого уравнения в 
ВКБ-приближении. Квадрат радиальной компоненты 
волнового вектора определяется из соотношения 

( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 22 2

2 2 2 2
c A

ω ω ω ω
,ω .

ω ω ω ωr y

r r
k r k

r r

   − −   = −
   − −   

 (39) 

Как видим, при выполнении равенств  
( ) ( )1 2ω=ω , ω=ωr r  (40) 

радиальная компонента волнового вектора обраща-
ется в нуль. Следовательно, частоты ω1 и ω2 имеют 
смысл частот отражения ММЗ и альфвеновской мод 
соответственно. Точки r1 и r2, являющиеся решени-
ями уравнений (39), будем называть точками отра-
жения ММЗ и альфвеновской мод соответственно. 
Поскольку в большей части магнитосферы функции 
ωc(r), ωA(r) и ω1,2(r) являются убывающими, всегда 
имеет место неравенство r1 <rc. В случае ωA<ω2 
имеет место неравенство rA <r2, в противоположном 
случае ωA>ω2 — неравенство rA> r2 (рис. 4). 

Графики зависимости квадрата радиальной ком-
поненты волнового вектора ( )2

rk r  от квадрата ча-
стоты ω2 показаны на рис. 5. Панель a соответствует  

 
Рис. 4. Графическое решение уравнений (40) и маг-

нитные поверхности rc(ω), r1(ω), rA(ω), r2(ω) (последняя 
показана в двух случаях: ωA < ω2 и ωA > ω2) 
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Рис. 5. Зависимость квадрата радиальной компоненты волнового вектора от квадрата частоты ω2. При ω≈ωА и ω≈ωс 

( )2
rk r  претерпевает разрыв от –∞ до ∞, а при переходе через точки 2

1ω  и 2
2ω  функция ( )2

rk r  меняет знак ( )2 < 0rk r  

 
случаю ωA < ω2, панель б — случаю ωA >ω2. Цифрами 
I и II обозначены области распространения ММЗ и 
альфвеновских волн соответственно. Цифрой III обо-
значена область частот, при которых распространение 
волн невозможно. Соответственно область прозрачно-
сти ММЗ лежит в диапазоне r1<r<rс, область прозрач-
ности альфвеновской моды — в диапазоне rA<r<r2 (a) 
и в диапазоне r2<r<rA (б). 

Для альфвеновской области прозрачности резо-
нансная поверхность rA называется еще тороидальной 
поверхностью, поверхность отражения r2 — полои-
дальной поверхностью [Leonovich, Mazur, 1993]. В 
случае kr → ∞ силовые линии как бы скользят по 
невозмущенным магнитным поверхностям (цилин-
драм в нашем случае), а в случае kr = 0 осциллируют 
вдоль нормали к магнитным оболочкам. 

Если область непрозрачности значительно шире 
областей прозрачности каждой из мод, уравнение 
(35) допускает дальнейшее упрощение в альфвенов-
ской и ММЗ-областях прозрачности. Рассмотрим 
альфвеновскую область прозрачности в случае 

A 2ω ω ω−   и A 2 c 1ω ω ω, , ω2 при больших значе-
ниях ky. Тогда уравнение (35) сведется к виду 

2 2 2 2 2
A 1 2 1ω ω ( ) ω ω ( ) 0,r r r y rr k r   −∂ − ∂ + − =   u u  (41) 

что совпадает с уравнением для альфвеновской моды, 
полученным  в статье [Черемных и др., 2014]. По-
скольку в ней был дан достаточно подробный ана-
лиз решения этого уравнения, мы не будем на нем 
останавливаться. Отметим только, что вблизи резо-
нансной поверхности по-прежнему имеет место ло-
гарифмическая особенность волнового поля, как и в 
плоском случае: 

A A
1 1φ

A A
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λ λr

r r r r− −
− −u u   

где ( ) ( )2 2 2 2 2 2
A A A 2 A A A A Aλ ω ω ω , ω ω .yk l l r ′ = − = −    

Азимутальная компонента скорости 1yu будет иметь 
вид 

1
A

1 .y r r−
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Компоненты электрического и магнитного поля 
имеют вид 

A
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Однако при отходе от резонансной поверхности 
поведение волнового поля оказывается иным, чем в 
плоском случае. Если в плоском случае альфвенов-
ская волна представляла собой изолированный ре-
зонансный пик, то в кривой геометрии решение 
вблизи точки резонанса имеет осцилляторный ха-
рактер, причем длина волны уменьшается по мере 
приближения к особенности. Это также соответ-
ствует результатам работ [Климушкин, 1997; 
Klimushkin, 1998; Klimushkin et al., 2004], выпол-
ненных для двумерно-неоднородной модели магни-
тосферы с переменной кривизной силовых линий и 
продольной неоднородностью плазмы. 

Основным предметом внимания данной статьи 
является область прозрачности ММЗ. Рассмотрим 
предельный случай c 1ω ω ω−   и c 1 A 2ω ω ω ,ω .,   
В этом случае уравнение (35) сведется к виду 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2
c A

12 2 2 2
A s

2 2 2 2
s 12

1 12 2 2 2

ω ω 2
ω ω

ω ω ω ω
0.

ω ω ω ω

r r r

r r y r

r
rr

r r
k

r r

−

− −

 −
∂ ∂ − × 

− +  
 − −

× ∂ − = 
− −  

u
u

u u

u u

 (42)  

Рассмотрим окрестность точки ММЗ-резонанса rc: 

а б 
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c 1ω ω ω ω , ω ω .−− − − Тогда уравнение (42) до-
пускает дальнейшее упрощение: 

( ) ( )2 2 2 2 2
c 1 c 1 1ω ω ω ω 0.r r r y rr k r   ∂ − ∂ − − =   u u  (43) 

Вблизи резонансной точки r≈rc функцию ωc(r) 
можно разложить в степенной ряд 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 c
c c c c

c

ω ω ω ω .
r r

r r r
l
−′− ≈ − − =  Тогда диффе-

ренциальное уравнение (43) примет вид 

( )2 2 2 2c
c 1 c 1 1

c

ω ω ω 0.r r r y r
r r

k
l
−

∂ ∂ − − =u u  (44) 

Решение этого уравнения имеет вид 

c c
1 1 0 2 0

c c

,
λ λr

r r r r
K I

   − −
= +      

   
 u u u  (45) 

где обозначено 
2 2

1 2 c 1
c c 2

c

ω ω
λ .

ωyk l− −
=  

При c cλr r−   решение (45) имеет точно такую 
же логарифмическую особенность, как и (23):  

c
1

c

ln .
λr

r r−
−u  (46) 

При этом продольная и азимутальная компонен-
ты смещения имеют особенность типа полюса:  

c c
1φ 1

c c

λ λ
, .yr r r r− −

− −u u   

Компоненты электрического и магнитного поля 
имеют вид 

1 0 1 0 1φ

1 1 1φ 0

λ
, ln , 0,

λ

λ
0, .

c c
r y

c c

A
r y

c

r r
E B E B E

r r

B B B B
r r

−
=

−

= =
−



− −





−

 

Аналитическое продолжение этого решения имеет 
вид: 

c
1

c

πln .
λ 2r

r r
i

−
−−u  (47) 

Рассмотрим теперь структуру волнового поля 
вблизи другой границы области прозрачности ММЗ-
волны — точки поворота r1. Для этого положим в 
уравнении (42) 1ω ω ω ω , ω ω .c−− − − Мы полу-
чим уравнение в азимутально-мелкомасштабном 
приближении 

( )
( )

2 2
12 2

1 12 2
c

ω ω
0.

ω ωr r y r

r
k

r−

−
∂ + =

−
u u  (48) 

Используя линейное разложение функции ( )2
1ω r

вблизи точки 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1

1

, ω ω ω ω ,
r rr r r r r r

l
−′ ≈ − ≈ − − =   

получим уравнение Эйри 

( )2 3
1 1 1 1λ 0,r r rr r−∂ + − =u u  (49) 

где ( )3 2 2 2 2
1 1 1 cλ ω ω ωyk l−

−= − .Находим решения (49): 

( )( ) ( )( )1 1
1 1 1 1 1 1 1λ λ .r a Ai r r b Bi r r− −= − − + − −u  (50) 

Что касается точки r_ (точки поворота в плоском 
случае), она по-прежнему является особой точкой 
уравнения для ММЗ и в кривом случае, но смысл ее 
меняется. В окрестности этой точки, где 

c 1ω ω ω ω , ω ω ,−− − −2  уравнение (35) допускает 
дальнейшее упрощение: 

( )
( )
( )
( )

2 2 2 22
c sA

1 12 2 2 2 2 2
A s

2 2
12

12 2

ω ω ω ω2
ω ω ω ω

ω ω
0.

ω ω

r r r r r

y r

r
rr

r
k

r

− −

− −

−

−  −
−∂ ∂ + ∂ + − + − 

−
+ =

−

u
u u

u u

u

(51) 

Если применить линейное разложение функции 
ω_(r) вблизи точки r≈r_, уравнение (51) может быть 
преобразовано к виду 

( )


( )

1
2

1 1 12 2

1 1 λ 0.r r r r rr r r r r r

−
−

− − −

∂ − ∂ − =
− − −

u u u  (52) 

Здесь обозначено 



2 22
1 sA

2 2 2 2
A s c

ω ω2λ .
ω ωr

− −
−

−

 −
=  + − 

u
u u

  

Общее решение уравнения (52) имеет вид 

( )

 

1

2 22 2 ,
λ λ

r r r

r r r raJ bY

−

− −

− −

= − ×

    − −
× − + −            

u

 (53) 

где J2(z), Y2(z) — функции Бесселя второго порядка; 
a, b — произвольные постоянные. 

Если r → r_,  

( )
 

1
1 πln .
π 22πλ 2λr

r r r ra r r b i− −
−

− −

  − −
− + − + −      

−u  (54) 

Таким образом, по мере приближения к точке r_ 
амплитуда волны в радиальной компоненте смеще-
ния 1ru стремится к конечной величине. Однако в 
азимутальной компоненте волна имеет логарифми-
ческую сингулярность 

 

1
πln .
22πλ 2λy

r rb i−

− −

 −
−  

 
−u  (55) 

Азимутальная и продольная компоненты электри-
ческого и магнитного поля будет иметь вид 

1 0

1 0

1φ 1 1

1φ 0

πln ,
22πλ 2λ

πln ,
22πλ 2λ

0, 0,

πln .
22πλ 2λ
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Таким образом, если в плоской модели точка r_ 
имела смысл точки отражения, то в кривой модели она 
является точкой вторичного (логарифмического) резо-
нанса. Аналога этой точки в плоской модели нет. 

 
4.  ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Сопоставим результаты анализа цилиндрической 

модели с плоской моделью, разобранной в разделе 2, 
а также с дипольной моделью, изученной в работах 
[Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998; Klimushkin 
et al., 2004]. 

Сначала рассмотрим альфвеновскую моду. Как 
мы видели в разделе 2, в плоском случае у альфве-
новской моды в отличие от ММЗ не было поверхно-
сти отражения. Поскольку разность 2 2

A 2ω ω−  про-
порциональна давлению плазмы, в цилиндрической 
модели, но с холодной плазмой, альфвеновская мода 
также не имеет поверхности отражения. Таким об-
разом, для альфвеновской моды поверхность отра-
жения существует только в плазме конечного давле-
ния с кривыми силовыми линиями. Резонансная 
особенность носит логарифмический характер, как и 
в плоской модели, но фаза испытывает скачок на 
π/2, а не на π, как в плоской модели. Все эти резуль-
таты соответствуют результатам, полученным в ди-
польной модели магнитосферы, где учитывалась 
неоднородность плазмы и магнитного поля вдоль 
силовых линий [Климушкин, 1997; Klimushkin, 
1998; Klimushkin et al., 2004]. 

Ситуация с ММЗ несколько иная. В плоском 
случае поверхность отражения ММЗ определялась 
равенством ω = ω_(r) и была расположена правее 
резонансной поверхности ММЗ. При этом при уве-
личении азимутальной компоненты волнового век-
тора ky область прозрачности ММЗ сужалась. В ци-
линдрическом случае поверхность отражения ММЗ 
определяется соотношением ω = ω1(r). В этом слу-
чае она расположена левее резонансной поверхно-
сти ММЗ. Разность между частотой отражения ММЗ 
и соответствующей резонансной частотой определя-
ется только параметрами плазмы и магнитного поля 
и не зависит от величины ky. Таким образом, область 
прозрачности ММЗ в цилиндрической модели зна-
чительно шире, чем в плоской модели. Этот резуль-
тат соответствует результатам дипольной модели 
[Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998]. 

Характер резонансной особенности в ММЗ в плос-
кой и цилиндрической моделях одинаков. В данном 
случае дипольная модель дает иные результаты 
[Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998], что, по ви-
димому, является ее артефактом. Действительно, 
снова обратимся к уравнению (42) для ММЗ. Как 
уже отмечалось, различие между частотами ωc и ω_ 
в азимутально-мелкомасштабном пределе стремится к 
нулю. Если пренебречь также различием между часто-
тами ωc и ωs, в азимутально-мелкомасштабном пределе 
вторым слагаемым этого уравнения, казалось бы, так-
же можно пренебречь. Тогда оно примет вид 

( )
( )

2 2
12

1 12 2
c

ω ω
0,

ω ωr r r y r

r
k

r
−

∂ ∂ − =
−

u u  (56) 

что совпадет с уравнением для ММЗ, полученным в 
дипольной модели в работах [Климушкин, 1997; 
Klimushkin, 1998]. Как нетрудно видеть, резонанс-
ная особенность в уравнении (55) имеет вид 

( ) ( )1 c clnr r r r r− −−u , что отличается от правильно-

го результата (46) ( )1 cln .r r r−−u  Кроме того, урав-
нение (56) не содержит вторичного (логарифмиче-
ского) резонанса. Таким образом, можно сделать вы-
вод, что методы исследования азимутально-
мелкомасштабных волн в дипольный модели, исполь-
зуемые в [Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998], 
являются слишком грубыми для исследования поведе-
ния ММЗ вблизи резонансной поверхности, хотя 
вполне подходящими для исследования этой моды 
вблизи поверхности отражения.  

Следует отметить, что есть два вопроса, непо-
средственно касающиеся темы настоящего исследо-
вания, но оставшиеся за рамками статьи. Первый из 
них — баллонная неустойчивость, для развития ко-
торой необходимо наличие кривизны силовых ли-
ний и конечное плазменное давление [Burdo et al., 
2000; Агапитов и др., 2006; Liu, 1997; Bhattacharjee 
et al., 1998; Golovchanskaya et al., 2006]. Неустойчи-
вость возникает на ММЗ-ветви колебаний при рез-
ком уменьшении давления с расстоянием от Земли 
[Cheremnykh, Parnowski, 2004; Мазур и др., 2012; 
Rubtsov et al., 2018b]. В данной статье мы рассмат-
риваем моды, устойчивые относительно баллонных 
возмущений. Кроме того, в бесстолкновительной 
плазме (плазме земной магнитосферы) корректный 
учет конечного давления возможен только в рамках 
кинетики, когда в плазме возможно существование 
УНЧ-мод, не возникающих в рамках МГД — таких 
как дрейфовые компрессионные и зеркальные моды 
[Михайловский, Фридман, 1966; Hasegawa, 1969; 
Rosenbluth, 1981]. В неоднородной плазме эти моды 
сцеплены с альфвеновскими [Chen, Hasegawa, 1991]. 
Исследование этого сцепления в рамках цилиндри-
ческой модели было произведено в работах 
[Pokhotelov et al., 1985; Woch et al., 1988; Klimushkin 
et al., 2012], в рамках более реалистичной дипольной 
модели — в работе [Mager, Klimushkin, 2017].  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

По результатам анализа цилиндрической модели 
для одномерно-неоднородной плазмы конечного 
давления с кривыми силовыми линиями сделано 
следующее. 

1. Получено обыкновенное дифференциальное 
уравнение, описывающее поперечную структуру аль-
фвеновских, БМЗ- и ММЗ-мод. С помощью ВКБ-
приближения установлены области прозрачности дан-
ных мод. 

2. Исследован характер особенностей на магнит-
ных оболочках альфвеновского и ММЗ-резонансов с 
учетом кривизны силовых линий и конечного давле-
ния. В плоском случае альфвеновская волна представ-
ляет собой изолированный резонансный пик, а в кри-
вой геометрии решение вблизи точки резонанса имеет 
осцилляционный характер, в то время как поведение 
резонансной особенности ММЗ в плоской и целиндри-
ческой моделях одинаково. Характер резонансной 
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особенности ММЗ в цилиндрической модели отлича-
ется от полученных результатов в дипольной модели в 
работах [Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998]. 

3. Показано, что поведение ММЗ вблизи поверх-
ности отражения ω=ω1(r) в цилиндрической модели 
совпадает с поведением в дипольной модели. Что 
касается точки поворота в плоском случае ω=ω_(r), 
то при учете кривизны силовых линий она стано-
вится точкой вторичного (логарифмического) резо-
нанса уравнения для ММЗ. 

Работа выполнена в рамках базового финансиро-
вания программы ФНИ II.12. Авторы благодарны 
П.Н. Магеру за ценные замечания и предложения. 
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