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ЗАДАЧА О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ ВЫНУЖДЕННЫХ  
КОЛЕБАНИЙ НЕОДНОРОДНОЙ СТРУНЫ С ГРАНИЧНЫМ  

УСЛОВИЕМ 3-ГО РОДА 
 

Рассмотрена задача о периодических по вре-
мени решениях волнового уравнения с переменны-
ми коэффициентами общего вида и заданной пе-
риодической вынуждающей силой. В случае одно-
родных граничных условий 3-го рода и Дирихле 
доказано существование  счетного числа периоди-

ческих  решений при условии, что нелинейное сла-
гаемое имеет степенной рост без предположения 
монотонности.    

Ключевые слова: волновое уравнение, ва-
риационный метод, возмущение четных функцио-
налов. 

 
I.A. Rudakov 

 
PERIODIC SOLUTIONS PROBLEM OF HETEROGENEOUS STRING FORCED  

OSCILLATIONS EQUATION WITH BOUNDARY CONDITION OF THE THIRD TYPE 
 

The problem of time periodic solutions of a 
wave equation with floating factors of a general type 
and a specified periodic driving force is considered. In 
case of homogeneous boundary conditions of the third 
type and Dirichlet the existence of a denumerable 
number of periodic solutions at the condition that a 

nonlinear item has a power growth without the assump-
tion of monotony is proved.    

Key words: wave equation, variational method, 
even functional disturbance. 

         

 
 Рассмотрим  задачу о периодических решениях волнового уравнения  

             ,),(),,())(()( txfutxguxpuxp xxtt =+−    x ,0 π<< Rt ∈ ;                              (1) 

                  ),(),( txuTtxu =+ ,     x ,0 π<< Rt ∈ ;                                                          (2) 

                             Rt  tuhtutu x ∈=′+= ,0),(),(),0( ππ .                                                            (3) 

Здесь h  есть положительная константа. Пусть функция  )(xp   удовлетворяет следую-
щим условиям: 

 

                                       ],0[0)(,],0[)( 2 ππ ∈∀>∈ xxpCxp .                                            (4) 
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         Пусть период T  представлен в  виде 

                                                  .1),(,,,2 =∈= baНОДNba
a

b
T π                          (5) 

         Для нелинейного слагаемого g  потребуем выполнения следующих условий: 
                                                  )( RCg ×Ω∈   и  T -периодично по t ;                                    (6) 

существуют положительные константы 4321 ,,, CCCC , а также  2,2 ≥> rµ , ),1[ µµ −∈d , 

такие, что 
            ),,(),,(0 utxguutxG ≤< µ   при всех  ),[],(,),( ∞+−−∞∈Ω∈ rrutx ∪ ;                        (7) 

                    RutxCuCutxgCuC dd ∈Ω∈∀+≤≤− ,),(|||),,(||| 4321 .                              (8) 
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         Следует отметить, что периодиче-
ским решениям квазилинейного волнового 
уравнения с постоянными и переменными 
коэффициентами посвящена обширная ли-
тература [1-13]. Волновое уравнение с пе-
ременными коэффициентами исследова-
лось в работах [1; 8-13]. В ранних статьях 
[1; 8-12] на коэффициент )(xp  накладыва-
лось дополнительное условие, состоящее в 
том, что )(xpη   сохраняет постоянный 

знак ( ],0[0)( πη ∈∀> xxp   в  [1; 8-10], 

],0[0)( πη ∈∀< xxp  в [11]). В работах 

[12; 13] доказано существование бесконеч-
ного числа периодических решений, если 
нелинейное слагаемое ),,( utxg  монотонно 
и имеет степенной рост по u , а функция 

)(xpη  может изменять знак на отрезке 

],0[ π . Кроме того, в «суперлинейном»  

случае в [12; 13] правая часть ),( txf  от-
сутствует ( 0),( ≡txf )  либо не зависит от 
t . Основной задачей данной работы явля-
ется доказательство существования счет-

ного числа периодических решений задачи 
(1)-(3) при выполнении условий   (4)-(8) 
без предположения монотонности по u . 
При этом  правая часть ),( txf  может быть 
произвольной заданной периодической по 
времени функцией и )(xpη  может изме-

нять знак. Техника доказательства основ-
ной теоремы в данной статье отличается от 
техники из [12; 13] и опирается на работы 
[15 - 17]. 
         Сформулируем основную теорему 
данной работы. 
         Теорема. Пусть выполнены условия 
(4)-(8), 0≠B  и b  является нечетным чис-
лом. Тогда для любой функции 

)(),( 2 Ω∈Ltxf  задача  (1)-(3) имеет счет-
ное множество различных периодических 
обобщенных решений из )(ΩС , не ограни-

ченных в )(1 Ω+dL . 

         Определение обобщенного решения 
будет дано ниже.  

 
Cобственные значения дифференциального оператора  

Рассмотрим следующую задачу 
Штурма - Лиувилля: 
          
                                                  

;)()())()(( xxpxxp ϕλϕ =′′−                    (9) 
        

0)(')()0( =+= πϕπϕϕ h .          (10)  

         Зададим норму в пространстве 
)(ΩrL  ( 1≥r ) равенством 

( )1/

|| || | ( , ) | ( ) ,
r

r

ru u x t p x dx dt
Ω
∫=  и пусть   

2|||||||| uu = .  Для функций 

                                    1/1/1,0,),(),( 212121
=+≥Ω∈Ω∈ rrrrLvLu rr ,  

обозначим 
).(,,)(),(),(),( 2 Ω∈∫=

Ω
Lvudxdtxptxvtxuvu  

Скалярное произведение  в пространстве 

),0( πrL  зададим  с помощью соотноше-

ния 

 
                                  ),0(,,)()()(),( 2

],0[
πψϕψϕψϕ

π
Lxdxpxx ∈= ∫ . 

         Стандартно из (9), (10) выведем 

                                        )()(
1

)())(()()( 2

0

2

0

2 πϕπϕϕλ
ππ

p
h

dxxpxdxxpx +∫ ′∫ = .                         (11) 

         
         Поэтому задача (9),(10) имеет поло-
жительные простые [14] 
собственные значения 

)0(,2 >∈= nn Nn λλλ ,  которым соответ-

ствуют собственные функции )(xnϕ .  Бу-

дем считать, что функции )(xnϕ  нормиро-

ваны в ),0(2 πL . Согласно теореме 
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В.А.Стеклова, система функций )(xnϕ  яв-

ляется полной ортонормированной в 
),0(2 πL .  

         В [14] для задачи Штурма - Лиувилля 
(5),(6) доказано  следующее асимптотиче-
ское представление собственных значений: 

                                                      

,
1

22

1
nn n

B
n β

π
λ ++−=                          (12) 

где  Nn
n

On ∈






= ,
1
2

β . 

         В )(2 ΩL  рассмотрим полную орто-

нормированную систему функций 

,

1 2 2
( ), ( )cos , ( )sin .n n n

m n N

a a
x x mt x mt
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     Λ =     
     

 

         
Пусть D  - множество конечных ли-

нейных комбинаций функций из системы 
Λ . Определим оператор 

)()(: 220 Ω→Ω LLA , для которого 

DAD =)( 0  и  

).()( 00 ADppA xxtt ∈∀−= ϕϕϕϕ  

Пусть  ).(
1

000 ADA
p

A ∈∀= ϕϕϕ  Обо-

значим  *
0 )(AA=  в )(2 ΩL  [1]. Функции 

из системы Λ  являются 

собственными функциями операторов 0A  

и  A  с собственными значениями 

+∈∈
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a
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принадлежит )(AD  тогда и только тогда, 

когда сходится ряд 

( )( )∑ ∑
∞
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1 0
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n m
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         Справедливы следующие свойства  
[1]: 1)  A самосопряжен в  )(2 ΩL ; 2) )(AR  

замкнут в )(2 ΩL ;      

3)  ).()()(2 ARAKerL ⊕=Ω  

         Обозначим 
{ }+∈∈= ZmNnA nm ,|)( µσ .  Точно так 

же, как в [12], доказывается, что при 
0≠B  ядро KerA  является конечномер-

ным. 
         Из  (12)  вытекает следующее пред-
ставление для nmµ : 

                                   nnm

B
ambnambn

b
β

π
µ +++−−−= )2)12)((2)12((

4

1
2

,                 (14) 

где  0→nβ   при  ∞→n . 

    При нечетном  b  уравнение  
02)12( =−− ambn  

 не имеет целочисленных решений и )(Aσ  

есть дискретное неограниченное множест-
во без конечных предельных точек. Легко 
видеть, что в случае нечетного b  сущест-

вует положительная константа 0C , такая, 

что если 0≠nmµ , то 

 )(|| 0 mnCnm +≥µ .         (15)  

                                                        
Определение. Обобщенным решени-

ем задачи (1)-(3) называется функция 
( )Ω∈ +1dLu , такая, что 

                     ∫ ∈∀∫=∫ +−
Ω ΩΩ

Ddtdxtxfdtdxutxgdtdxppu xxtt ϕϕϕϕϕ ),(),,())(( . 

         Доказательство теоремы. При до-
казательстве теоремы будем использовать 

методы Рабиновитца - Танаки - Bahri - Be-
restycki [15 -1 7]. 
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         Функции )(, ADvu ∈  могут быть 
представлены в виде сумм Фурье по сис-

теме Λ : 

                                 ∑ ∑ +=
∞

=

∞

=1 0
))(sin)(cos()(

n m
nmnmnm mt

b

a
bmt

b

a
axTu ϕ ,                                   (16) 

∑ ∑ ′+′=
∞

=

∞

=1 0
))(sin)(cos()(

n m
nmnmnm mt

b

a
bmt

b

a
axTv ϕ . Определим скалярное произведение [15]                       

                           ∑ ′+′+∑ ′+′=><
=≠ 00

)()(||,
nmnm

nmnmnmnmnmnmnmnmnm bbaabbaavu
µµ

µ             

и норму  ><= uuu E ,|||| . Обозначим }0|)sin()(),cos()({ <=+
nmnn mt

b

a
xmt

b

a
xspanE µϕϕ ,  

}0|)sin()(),cos()({ >=−
nmnn mt

b

a
xmt

b

a
xspanE µϕϕ , 

}0|)sin()(),cos()({0 == nmnn mt
b

a
xmt

b

a
xspanE µϕϕ . 

Здесь замыкание берется по норме 

E||||⋅ . Множество  0EEEE ⊕⊕= −+   явля-
ется гильбертовым пространством со ска-
лярным произведением  ><,  . Для любой 
функции Eu∈  имеет место представление 

0uuuu ++= −+ , 
где  00,, EuEuEu ∈∈∈ −−++ . 
        При 1>q  из  (11) и неравенств Гель-
дера и Хаусдорфа - Юнга вытекает суще-
ствование положительной константы qC , 

такой, что 
                                                  

EuuCu Eq ∈∀≤ ||||||||                              (17) 

и вложение  qLE →   является вполне не-

прерывным. 
         На множестве  E  рассмотрим функ-
ционал  

( ) ( ) ∫ −⋅+−=
Ω

dtdxutxGufuuAuF )),,((,
2

1
. 

Функционал F  дифференцируем по 
Фреше. Стационарные точки F  являются 
обобщенными решениями задачи (1)-(3). 
         Стандартно [15; 18] доказывается, что 
F  удовлетворяет условию компактности 
Пале - Смейла, состоящему в том, что из 
любой последовательности  Eun ∈}{ , та-

кой, что nMuF n ∀≤)(   и  0)( →′ nuF  в  
*E  при  ∞→n , можно выделить сходя-

щуюся в E  подпоследовательность. Здесь 
и далее F ′  есть производная Фреше. 
         Из условия (7) вытекает существова-
ние положительных констант 1 2 3, , ,A A A   

таких, что при всех  Rutx ×Ω∈),,(  выпол-
нено неравенство  

                                     ( ) .||,,)),,((
1

321
µ

µ
uAAutxGAutxgu ≥+≥+⋅                                  (18)  

Рассмотрим на  E  еще один функционал:  

                            ( ) ),)((),,(||||
2

1
||||

2

1
ufudtdxutxGuuuI EE Ψ+∫−−=

Ω

++ . 

Здесь  

2

2

( ) ( ( )), ( )

( ( , , ) ) / ( ) , ( ) ( ) 1,

u H u H u

G x t u A dxdt u u a F u

χ

Ω
∫

Ψ = =

= + Φ Φ = +

)2/(12 −= µa  и χ  есть бесконечно диф-
ференцируемая функция, такая, что 

1)( =τχ  при 0)(,1 =≤ τχτ  при  2≥τ   и 
0)(2 ≤′≤− τχ  при всех τ . 

         Для функционала I  выполнено сле-
дующее свойство, которое не верно для F  
(лемма 1.18 [15], утверждение 1.2 [16]): 

существует положительная константа  

1 1 /( 1)(|| || ),D D f µ µ −=  такая, что при всех 

Eu∈  имеет место неравенство 
                                                 

)1|)((||)()(| /1
1 +≤−− µuIDuIuI .            (19) 

          Аналогично лемме 1.29 [15] доказы-
вается существование положительной кон-
станты  0 0(|| || / ( 1)),M M f µ µ= −  такой, 



Вестник Брянского государственного технического университета                 № 4(52) 2016 
 

103 
 

что )()( uFuI = , если     0)( MuI ≥  и 

1||)(|| * ≤′
EuI . 

         Занумеруем отрицательные собст-
венные значения оператора A  в порядке 
невозрастания: ...0 21 ≥−≥−> µµ   ( 0).iµ >  

Каждое собственное значение повторяется 
столько раз, какова его кратность. Пусть  

ie  есть собственные векторы оператора A , 

соответствующие )( iµ− , нормированные в 

E . 
         Для любого nEu∈  выполнено нера-

венство  2|||||||| uu nE ⋅≤ µ . Поэтому су-

ществуют константы 5 6, ,С C  такие, что 

для любой функции  

∈++= −+ 0uuuu 0EEEn ⊕⊕ −+ ,  
0 0, , ,nu E u E u E+ + − −∈ ∈ ∈  имеет место оцен-

ка 

                         5
0

6
2

2/5
2 ||||||||

2

1
||||

1
||||

2

1
)( CuCuuCuuI EEE

n
E +−−−≤ −++ µµ

µµ
. 

Отсюда вытекает существование воз-
растающей последовательности 0,nR >  та-

кой, что 0)( ≤uI  при всех 
0,nu E E E+ −∈ ⊕ ⊕  таких, что nE Ru ≥|||| . 

Обозначим 

}|||||{ 0
nEnn RuEEEuD ≤⊕⊕∈= −+ . 

         Для построения минимаксных после-
довательностей критических значений I  
построим следующие семейства непре-
рывных отображений [16]: 

 
                       γγ |),({ EDC nn ∈=Γ удовлетворяет  условиям  )}()( 21 γγ − ; 

)()()( 1 uu γγγ =−   при  nDu∈ ; 

uu =)()( 2 γγ   при  nDu ∂∈ ; 

)( 3γ   при  nDu∈  имеет место пред-

ставление  )()()( ukuuu += αγ , где 

]),1[,( αα nDC∈  есть четный функционал 

( 1≥α  зависит от γ ) и k  есть вполне не-

прерывный оператор, так что при nDu ∂∈  

имеем 1)( =uα  и 0)( =uk . 
         Обозначим    

}0,|{ 11 ≥〉〈∈= ++ nnn euEuDU ∩ . 

         λλ |),({ EUC nn ∈=Λ удовлетворяет 

условиям 1 3( ) ( )};λ λ−  

;|)( 1 nDn
Γ∈λλ  

uu =)()( 2 λλ   при   nn DUu \∂∈ ; 

)( 3λ   при  nUu∈  имеет место пред-

ставление  )(
~

)(~)( ukuuu += αλ , где 

]),1[,(~ αα nDC∈  есть четный функционал 

( 1≥α  зависит от λ ) и k
~

 есть вполне не-
прерывный оператор, причем )(~ uα  четно  

на nD  и 1)(~ =uα , 0)(
~ =uk при 

nn DUu \∂∈ . 

         Определим последовательности ми-
нимаксных значений [15; 16]: 
         ))((supinf uIb

nn Du
n γ

γ ∈Γ∈
= ,       

))((supinf uIc
nn Uu

n λ
λ ∈Λ∈

= . 

Легко видеть, что имеет место нера-
венство  nn bc ≥ . Для  00 >d  обозначим 

                               }))((|{)( 00 nnnn DudbuId ∈∀+≤Λ∈=Λ λλ ,   

                                           n
Uud

n cuIdc
nn

≥=
∈Λ∈

))((supinf)(
)(

0
0

λ
λ

. 

        
Из леммы 1.57 [16] следует, что если вы-
полнены неравенства  
            0Mbc nn >> ,                           (20) 

то для любого  ),0(0 nn bcd −∈  величина 

)( 0dcn  является критическим значением  

I  и nn cdc ≥)( 0 . Таким образом, для дока-

зательства существования счетного числа 
обобщенных решений задачи (1)-(3) доста-
точно показать, что неравенства (20) вы-
полнены для бесконечного числа индексов. 
         Предположим противное: найдется 
натуральное число 1,N  такое, что nn bc =  
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при любом  1Nn≥ . Тогда аналогично лем-
ме 1.64 [16] доказывается существование 
константы ,γ   такой, что  

          )1/( −⋅≤ µµγ nbn          (21) 

при всех  Nn∈ .  

         Для оценки значений nb  снизу  заме-

тим, что из (14) следует существование 
константы 0,B  такой, что имеет место не-

равенство 

                   0
0

000
22 ||||||||||||||||

2

1
||||

2

1
)( BuBuBuBuuuI E −−−−−≥ −+−+ µ

µ
µ
µ

µ
µ  

при всех  ∈++= −+ 0uuuu 0EEE ⊕⊕ −+ . 

         Обозначим  
µ
µ||||||||

2

1
)( 0

2 +++ −= uBuuK E   при 

∈+u +E . Легко видеть, что  

                 0)()( BuKuI −≥ ++          (22) 

при всех ∈+u +E . 

         Стандартно доказывается тот факт, 
что функционал K  удовлетворяет усло-
вию Пале - Смейла. Для построения по-
следовательности критических значений  
K  определим семейство непрерывных 
отображений   

                            })()(|),({ nm
m

nmm
n SxxxESCA −+− ∈∀=−∈= σσσ . 

Здесь  kSnmNmn ,,, >∈  есть единич-

ная сфера в 1+kR . 

         Определим  ))((minsup xK
nmm

n
SxA

m
n σβ

σ
−∈∈

= , 

где  nmNmn >∈ ,, . В [15] доказаны сле-

дующие свойства чисел m
nβ . Существует 

возрастающая последовательность нату-
ральных чисел ,jm   такая, что 

n
m
n

j

j ββ =
∞→

lim  при всех натуральных n . 

Последовательность }{ nβ  не убывает, чис-

ла nβ  являются критическими значениями 

функционала K  и +∞=
∞→ n

n
βlim . Кроме то-

го, имеет место оценка 

nn Bb β≥+ 0 .         (23) 

Чтобы получить нижнюю оценку чи-
сел  ,nβ   рассмотрим 

    −=′′ HHuKindex |max{dim)( подпро-

странство ,E +  такое, что 
}0,)( HhhhuK ∈∀≤〉′′〈 . 

Опираясь на теорию абсолютных го-
мотопических групп, докажем существо-
вание возрастающей последовательности 
натуральных чисел  }{ kn  и последователь-

ности { } ,ku E +∈  таких, что при всех нату-

ральных  k  имеют место неравенства  [15; 
17; 18] 
                kkuK β≤)( ;         (24) 

                 0)( =′ kuK ;          (25) 

            kk nuKindex ≥′′ )( .          (26) 

Из (25) выведем соотношение   

0),(|||||||| 0
2 =〉′〈=− kkkEk uuKuBu µ

µµ . 

Отсюда и из (23), (24) получим  

   000 ||||)2(
2

1
)( BuBBuKb kkk −−=−≥ µ

µµ .         (27) 

С помощью теорий интерполяцион-
ных пространств и сингулярных чисел, 
следуя методу  К. Танаки, докажем, что 
при всех 2≥q  существует положительная 

константа  7,С  такая, что 

k
q
qk nuС ≥− |||||| 2/)2(

7
µ . 

         Отсюда и из (27) при 
2

1
2

−
+=

µ
q  

выведем 

         0
32

2

8 )( BnCb kk −≥ −µ
µ

.          (28) 

Из неравенств (21), (28) вытекает не-

верное неравенство  
15,1 −

≤
− µ

µ
µ

µ
. Из по-

лученного противоречия следует, что не-
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равенство (20) выполнено для бесконечно-
го числа индексов. Таким образом, функ-
ционал I  имеет бесконечное число крити-

ческих точек  
lnu , таких, что 

lll nnn cdcuI ≥= )()( 0 . 

         Так как  
lnu  является критической 

точкой I , то 

  0),(),(),,,((|||||||| 22 =〉′〈=+−− −+
lllllll nnnnnEnEn uuIufuutxguu . 

Поэтому 

              ∫∫ −+=
ΩΩ

dtdxutxGufdtdxuutxguI
lllll nnnnn ),,(),(

2

1
),,(

2

1
)( . 

Отсюда и из неравенств (8), (18) получим 

                      ∫ ≤++⋅≤≤
Ω

TAufdtdxuutxguIc
lllll nnnnn π2),(

2

1
|||),,(|

2

1
)(  

                           ∫ ≤+++≤
Ω

+
+ TAufdtdxuCuC

lll nn
d
dn π24

1
13 ),(

2

1
||

2

1
||||

2

1
 

                                

                                          TAuCuC dn
d
dn ll

π219
1
13 ||||||||

2

1 ++≤ +
+
+ . 

Таким образом,  +∞=+∞→ 1||||lim dn
l l

u .         

Обозначим  ddn Lfutxgw
l /)1(),,( +∈+−= .   

Так как 
lnu   является критической точкой 

I , то для всех Eh∈  выполнено равенство 
 
( ) ∫=

Ω
dtdxhwAhu

ln , .             (29) 

Пусть    mkmk ba , , mkmk ba 00 ,  есть ко-

эффициенты Фурье функций 
lnu , w  по 

системе   Λ  соответственно.   Подставив в 
(29)   

                                     






=






= kt
b

a
xhkt

b

a
xh mm sin)(,cos)( ϕϕ , 

где  +∈∈ ZkNm ,, , получим     

mkmkmkmkmkmk bbaa 00 , == µµ . 

         Обозначим 

∑ +=
≠0

00 |)||(|
||

1

mk

mkmk

mk

baI
µ µ

. Исполь-

зуя неравенства Хаусдорфа - Юнга и Гель-
дера, выведем 

                                    

≤









∑








∑ +≤

+

≠ +

+

≠

++
)1/(

0
/)1(

)1/(1

0

1010

||

1
)|||(|

dd

dd
mk

d
d

mk
d

mk

mkmk

baI
µµ µ

      

dd

dd

dd
mk

q whC
mk

/)1(

)1/(

0
/)1(10 ||||

||

1
|||| +

+

≠ + 









∑≤

µ µ
. 

Отсюда и из конечномерности  AKer  

вытекает включение  )(Ω∈Cu
ln . Теорема 

доказана.                                    
В доказанной теореме приведены ус-

ловия существования бесконечного числа 
периодических по времени решений ква-

зилинейного волнового уравнения с одно-
родными граничными условиями 3-го рода 
и Дирихле на отрезке при произвольной 
периодической по времени правой части. 

 
Статья написана при поддержке гранта Министерства образования и  науки РФ № 1.2640.2014. 
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