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Аннотация 
В статье рассматриваются применяемые при решении широкого класса экономических задач 
матричные игры с нечеткими выигрышами. На множестве их ситуаций строится нечеткое 
множество «ситуация является равновесной». Решением игры предлагается считать ситуа-
цию, для которой значение функции принадлежности указанного нечеткого множества мак-
симально. Любая игра имеет указанное решение в чистых стратегиях. Для игр с выигрышами 
в форме нечетких треугольных чисел предлагается алгоритм отыскания решения игры. При-
водится содержательный пример. 
Ключевые слова: решение матричных игр, теория нечетких множеств, теория  
нечеткой логики. 
 
Abstract 
The article discusses matrix games with fuzzy winnings used in solving a wide class of economic 
problems. On the set of their situations a fuzzy set “the situation is equilibrium” is built. The solu-
tion of the game is to consider the situation for which the value of the membership function of the 
specified fuzzy set is maximal. Any game has a specified solution in pure strategies. For games with 
prizes in the form of fuzzy triangular numbers, an algorithm is proposed for finding the solution of 
the game. Provides a meaningful example. 
Keywords: solution of matrix games, theory of fuzzy sets, theory 
fuzzy logic. 
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Матричные игры находят широкое применение во многих прикладных областях. В 
частности, они широко применяются в экономике. В данной статье рассматривается пробле-
ма определения понятия решения матричной игры с нечеткими выигрышами. Этой и связан-
ным с ней проблемам посвящено достаточно большое число работ. В имеющихся публика-
циях рассматриваются подходы, использующие ранжирования нечетких чисел, отношения 
возможности и необходимости, нечеткие множества, заданные на множестве выигрышей и 
(или) стратегий, идеи Беллмана-Заде и некоторые другие подходы. 

В [1] (применительно к нечеткой игре двух лиц) J. Buckley предполагает, что каждый 
игрок имеет свою цель. На множестве своих стратегий игрок задает нечеткое множество це-
ли, зависящее, вообще говоря, от стратегии противника. Кроме того, игрок выражает свою 
неопределенность относительно того, какую стратегию будет использовать противник, опре-
деляя соответствующее нечеткое множество на множестве его стратегий. Используя идеи 
Заде и Беллмана [2], игрок на базе указанных нечетких множеств строит нечеткое множество 
с функцией принадлежности, равной минимуму из функций принадлежности указанных 
множеств. Стратегия, на которой достигается максимум этой функции, считается оптималь-
ной. 

I. Nishizaki и M. Sakawa в [3-6] для каждой ситуации (в смешанных стратегиях) и каж-
дого игрока определяют нечеткий ожидаемый выигрыш и его функцию принадлежности. На 
множестве возможных четких значений выигрышей игрока задается нечеткое множество це-
ли. На основе идей Заде и Беллмана определяется нечеткое решение (степень достижения 
нечеткой цели). 

Степень принадлежности того факта, что при полученном выигрыше данная ситуация 
принадлежит нечеткому решению равна минимуму из степени принадлежности этого выиг-
рыша нечеткой цели и степени уверенности в получении этого выигрыша в данной ситуации. 
Степень принадлежности данной ситуации нечеткому решению равна максимальной из опи-
санных ранее степеней. Решением исходной игры считается ситуация, равновесная  в игре с 
выигрышами, равными  значениям функции принадлежности нечеткого решения на ожидае-
мом нечетком выигрыше в этой ситуации.  

Aristidou и Sarangi в [7] на множестве стратегий каждого игрока задается нечеткое 

множество с функцией принадлежности   ii
iii SSss ,,   – множество стратегий i-го иг-

рока. На множестве ситуаций S для каждого игрока задается нечеткая цель с функцией при-
надлежности   Sssi ,  и нечеткое решение с функцией принадлежности 

      ssmins iiii  , . Ситуация Ss  считается равновесной по Нэшу, если она рав-

новесная в игре с выигрышами, равными  si .  

Аналогичный подход предлагают C. Cevikel и M. Ahlatcioglu  в [8], где ими рассматри-
вается минимум из значения функции принадлежности нечеткого выигрыша и степени до-
стижения нечеткой цели. В качестве решения игры предлагается ситуация, для которой этот 
минимум принимает максиминное значение. 

В [9] О.В. Серая и Т.И. Каткова рассматривают матричные игры с нечеткими треуголь-
ными выигрышами. Используется композиционный критерий, учитывающий меру близости 
получаемого решения к модальному и уровень неопределенности в отношении получаемого 
в результате нечеткого значения цены игры. Отталкиваясь от минимальных и максимальных 
значений выигрышей, находится пессимистическое и оптимистическое решения. 

В [10] I. Nishizaki и H. Yano рассматривают игру двух лиц с нулевой суммой с несколь-
кими выигрышами, задаваемыми соответствующими матрицами. Каждой ситуации в игре 
соответствует вектор выигрышей. Каждый игрок имеет нечеткую цель по каждой координате 
вектора выигрышей, определенную на множестве соответствующих выигрышей.  На основе 
этих нечетких целей вводится понятие пессимистического Парето оптимального решения. 

В [11] S. Kumar  рассматривает многокритериальные (нас интересует случай, когда 
критерий один) матричные игры двух лиц с четкими выигрышами и нечеткими целями. Ис-
пользуется подход Заде – Беллмана. Строится функция принадлежности нечеткой цели, вы-
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ражающая степень принадлежности рассматриваемого выигрыша интервалу от минимально 
до максимально возможного выигрыша. Определяется максиминное значение степени до-
стижения нечеткой цели.  

Первая модель, использующая ранжирование нечетких чисел, была рассмотрена Кам-
посом (Campos) [12]. 

У T. Maeda [13] на множестве нечетких чисел вводятся варианты отношения нечеткого 
порядка. С использованием ранжирования вводятся понятия минимаксных равновесных 
стратегий и их модификаций (недоминируемые и слабо недоминируемые).  

В [14] V. Vijay, S. Chandra, A. Mehra и C.R. Bector, вводя нечеткий порядок, задают 
уровни устремленности (цели) и с их использованием формулируют понятие решения. Вво-
дятся отношения возможности и необходимости. На их основе вводятся понятия приемлемо-
го решения, равновесного решения и решения. 

В [15] A. Chakeri с соавторами cтроят нечеткое отношение предпочтения и по нечеткой 
игре строят четкую, в [16] A. Chakeri с соавторами для построения решения используют 
ранжирование нечетких чисел. 

В [17] A. Chakeri, N. Sadati и Guy A. Dumont, используя ранжирование нечетких чисел, 
строят отношение нечетких предпочтений, затем полученные приоритеты выигрышей рас-
сматриваются как оценки возможности быть равновесными. 

В [18] L. Cun-lin и Z. Qiang, следуя T. Maeda [13], вводят отношение на множестве не-
четких чисел и ситуацию равновесия. Рассматриваются параметрические игры, выигрыши в 
них зависят от двух параметров  и при фиксированных значениях этих параметрах становят-
ся четкими. L. Cun-lin в [19] строит решение на основе нескольких видов порядков, предло-
женных T. Maeda. 

Л.Ф. Василевич в [20] рассматривает матричные игры с нечеткими трапецеидальными 
выигрышами. С помощью ранжирования специального вида переходит к четким выигры-
шам, затем с использованием метода Брауна-Робертсона  строится решение игры. 

D. Qiu , W. Zhang, Y. Xing в [21] рассматривают нечеткие неравенства и с их помощью 
вводят многоцелевые ситуации равновесия.  

В [22] K.N. Kudryavtsev, I.S. Stabulit, V.I. Ukhobotov определяют равновесие по Нэшу, 
используя разные способы сравнения нечетких чисел. 

В [23] D. Qiu, Y. Xing, S. Chen рассматривается биматричная игра с нечеткими тре-
угольными выигрышами. С помощью функции ранжирования значений переходят к игре с 
четкими выигрышами. 

D.-F. Li в [24] тоже использовал упорядочение  нечетких чисел.  
В [25] V. Vijay, S. Chandra, C.R. Bector предлагают два подхода к решению рассматри-

ваемых игр, первый основывается на ранжировании нечетких чисел, второй – на упорядоче-
нии нечетких чисел с использованием меры возможности. 

В [26] B. Dutta, S.K. Gupta вводят порядок на множестве трапециидальных нечетких  
чисел. Для определения ситуация равновесна используются нечеткие неравенства, которые 
вводятся с использованием –сечений. Рассматривается Парето-Неш равновесие. 

В [27] авторы предлагают новый подход к решению рассматриваемых игр на основе α-
сечений множеств треугольных нечетких чисел. Вводится понятие приемлемого решения (с 
нечеткими неравенствами), на его основе – решение. 

S.T. Lui, C. Kao в [28] и J.J. Buckley, L.J. Jowers в [29] строят решение, используя α-
сечения.  

В [30, 31, 32] авторы с помощью дефаззификации (разными методами) переходит к 
четкой игре, решение которой и считается решением исходной игры. 

В [33] авторы, используя подходящую функцию дефаззификации, осуществляют  ран-
жирование нечетких чисел, вводят понятия приемлемого решения и на его основе решения. 
У них же в [34] решение концептуализируется с использованием подходящей функции де-
фаззификации, задаются уровни устремленности игроков и их толерантность, задается поря-
док на множестве нечетких чисел, определяется понятие решения игры. 
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В [35] A. Chakeri, S. Sharifian и F. Sheikholeslam описывают возможность использова-
ния нечеткого лингвистического отношения предпочтения в теории игр. Для получения 
предпочтений в соответствии с разницей между выплатами строится нечеткий набор правил 
«если – то». 

D. Garagic, J. Cruz в [36] разделяют нечеткую игру на три процесса: фаззификация, вы-
вод и дефаззификация. Создается матрица нечетких предпочтений с использованием правил 
«если–то». После дефаззификации получается четкая игра, равновесие Нэша которой рас-
сматриваются как решения в исходной. 

В [37] L. Xu, R. Zhao, T. Shu исследуют три похода к определению минимаксной равно-
весной стратегии: ожидаемая минимаксная равновесная стратегия, r – возможная минимакс-
ная равновесная стратегия и r – надежная минимаксная равновесная стратегия. 

A. Chakeri и F. Sheikholeslam в [38] вводят понятие функции удовлетворения, учитывая 
точки зрения игроков (оптимистическая, нормальная, пессимистическая и т.п.). Эта функция 
выражает степень уверенности в справедливости арифметического неравенства. С использо-
ванием этой функции определяется степень возможности того, что ситуация является равно-
весной по Нэшу. 

В [39] Q. Song, А. Kandel предлагают подход, использующий многокритериальный ме-
тод принятия решений для получения оптимальной стратегии в игре. 

Желающих более подробно ознакомиться с литературой по рассматриваемому вопросу 
отсылаем к обзорам [40, 41]. 

Напомним необходимые для дальнейшего понятия теории матричных игр [42, 43] и 
теории нечетких множеств [2, 44–46].  

Матричной игрой g  называется игра двух игроков, в которой каждый из них имеет ко-

нечное число способов поведения (стратегий). Игроки одновременно и независимо друг от 
друга выбирают по стратегии, после чего  каждый из них получает определенный выигрыш, 
при этом сумма полученных выигрышей равна нулю. 

Пусть    maaagA ,...,, 21  – множество стратегий первого игрока, 

   nbbbgB ,...,, 21  – множество стратегий второго игрока. Выбор игроками по стратегии 

будем называть ситуацией. Если игроки выбрали стратегии ia  и jb  соответственно, то обо-

значать такую ситуацию будем  ji, .  

Для  игры g  на множестве ее ситуаций определена функция  gHij  – функция выиг-

рыша первого игрока, выигрыш второго игрока в ситуации  ji,  равен  gHij . Каждый 

игрок стремится максимизировать свой выигрыш. 
Игра g  однозначно задается матрицей выигрышей первого игрока: 
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Первый игрок всегда может гарантировать себе выигрыш, равный 
 gHij

njmi  11
minmax . 

Второй игрок всегда может гарантировать себе проигрыш, равный 
 gHij

minj  11
maxmin . 

Определение. В матричной игре g  ситуация  00, ji  называется ситуацией равновесия 

или седловой точкой, если   
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   gHgH jiij 000
 , 

   gHgH jiji 000
 , 

при mi 1  и nj 1 .  

Игры, имеющие ситуацию равновесия, называются вполне определенными. Выигрыш 
первого игрока в ситуации равновесия называется ценой игры, а стратегии, образующие сед-
ловую точку, называются оптимальными. 

К сожалению, далеко не всякая игра является вполне определенной. Стремясь обойти 
этот недостаток, Нейман ввел понятие смешанных стратегий. Смешанная стратегия игрока 
есть распределение вероятностей по его стратегиям.  Имеет место теорема. 

Теорема. Всякая матричная игра имеет ситуацию равновесия в смешанных стратегиях. 
Рассмотрим теперь необходимые нам для дальнейшего понятия  теории нечетких мно-

жеств и нечеткой логики.  

Нечетким множеством A


 на универсальном множестве U  называется совокупность 
пар   uuA , , где  uA

  – степень принадлежности элемента Uu  к нечеткому множе-

ству A


. Чем выше степень принадлежности, тем в большей мере элемент универсального 
множества соответствует свойствам нечеткого множества, тем с большей надежностью мы 
можем утверждать, что он является элементом этого множества. Функция  uA

  называется 

функцией принадлежности нечеткого множества A


. 
Нечеткие множества в случае, когда универсальным множеством является числовая 

ось, принято называть нечеткими величинами. Нечеткая величина, функция принадлежности 
которой непрерывна и имеет единственный максимум, называется нечетким числом.  Часто 
при решении практических задач используются треугольные нечеткие числа, являющиеся, по 
существу, линейным приближением нечетких чисел более сложного вида. Мы в дальнейшем 
будем использовать такого типа линейные приближения. 

Треугольным нечетким числом D


 называется тройка fdc ,, , fdc    действи-

тельных чисел, посредством которых его функция принадлежности  uD
  определяется 

следующим образом:  
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Второе число тройки fdc ,,  обычно называют модой или четким значением нечет-

кого треугольного числа D


,   1dD
 . Числа c  и f  характеризуют степень нечеткости 

(размытости) четкого числа. 
Следуя [46–58], введем некоторые понятия нечеткой логики. В нечеткой логике рас-

сматриваются нечеткие высказывания, которые могут быть истинными или ложными в ка-
кой-то степени. Степень истинности нечеткого высказывания принимает значения из за-
мкнутого промежутка [0; 1], при этом 0 совпадает со значением «ложь», 1 – со значением 
«истина».  

Рассмотрим некоторое нечеткое высказывание A , степень его истинности обозначим 
 A . 
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Конъюнкцией нечетких высказываний A  и B  (записывается BA  и читается « A  и 
B ») называется логическая операция, результатом которой является нечеткое высказывание, 
для которого 

      BAminBA  , .       

Дизъюнкцией нечетких высказываний A  и B  (записывается BA  и читается « A  
или B ») называется логическая операция, результатом которой является нечеткое высказы-
вание, для которого 

      BAmaxBA  , .       

Пусть G  есть множество всех матричных игр с m стратегиями у первого  игрока и n 
стратегиями у второго. Это множество будем рассматривать как универсальное множество, 
на котором заданы нечеткие множества – нечеткие матричные игры, игры, в которых выиг-
рыши являются нечеткими и задаются нечеткими числами (для простоты треугольными). 
Функцию принадлежности нечеткой матричной игры g


 обозначим   Gggg , . По-

скольку матричная игра однозначно определяется матрицей выигрышей, то будем считать, 
что  ,gAg   и тогда     gAg gg

   . 

Рассмотрим нечеткую матричную игру g


 с m стратегиями у первого игрока и n страте-

гиями у второго. Пусть выигрыши первого игрока в ней являются нечеткими треугольными 
числами  

       gfgdgcgD ijijijij


,,  ( mi ,...,2,1 , nj ,...,2,1 ) 

с функциями принадлежности  ug
ij


 . 

Будем предполагать, что      gfgdgc ijijij
   или      gfgdgc ijijij

  . В пер-

вом случае  
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во втором случае 

   


 


иначе.,0

, если,1 gdu
u ijg

ij




  

Рассмотрим игру Gg  с матрицей выигрышей  gA . Значения функций принадлеж-

ности в нечеткой игре g


 для выигрышей из  gA  будем обозначать 

      gHghgh ijijijij : . Отметим, что равенство     gHgh ijijij  , рассматривае-

мое как уравнение относительно  gHij , кроме ситуации, когда   1ghij , имеет два реше-

ния – одно больше  gdij


, другое – меньше. 

В соответствии с определением конъюнкции в нечеткой логике имеем: 
     gHgA ijij

ji
g 

,
min . 

Рассмотрим нечеткую матричную  игру g


 с матрицей выигрышей  
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    nm

jiij gDgA
,

1, 
 

. 

Обозначим через  gF ij 
 множество таких матриц выигрышей  gAij 

, что в игре с 

матрицей выигрышей    gFgA ijij    ситуация  ji,  является седловой точкой.  

Обозначим через  gAij 
0  матрицу, для которой выполняется равенство: 

  
 

 AgA g
gFA

ij
g ij





 


 max0 .  

Величину   gAij
g




0  будем рассматривать как степень надежности того, что ситуация 

 ji,  в рассматриваемой нечеткой  игре g


 является седловой точкой, что следует из опреде-

ления дизъюнкции в нечеткой логике. 
Решением рассматриваемой нечеткой игры g


 будем считать ситуацию  ji, , для кото-

рой степень надежности того, что она является седловой точкой, максимальна. 
Достоинством предлагаемого подхода является то, что любая игра имеет решение в чи-

стых стратегиях, чего нельзя сказать о классическом подходе. Его недостатком – то, что мак-
симальное значение надежности может оказаться равным нулю. Но если пересечение всех 
носителей нечетких множеств, задающих выигрыши, не пусто и содержит более одной точ-
ки, то указанное значение будет больше нуля. 

Напомним [46], что носителем нечеткого множества называется подмножество всех та-
ких точек универсального множества, для которых функция принадлежности рассматривае-
мого нечеткого множества больше нуля. 

Следует отметить, что если дана игра с четкими выигрышами, имеющая седловую точ-

ку, то, рассматривая ее как игру с нечеткими выигрышами ijijijij dddD ,,


, в качестве 

решения получим эту седловую  точку. 
Задача по отысканию указанного решения игры сводится к решению последовательно-

сти пар задач линейного программирования – по паре для каждой ситуации. 

Рассмотрим нечеткую игру g


 с нечеткой матрицей выигрышей     nm

jiij gDgA
,

1, 
 

 и 

ситуацию  00 , ji . Пусть  
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00 

 

такая матрица выигрышей в игре g


, что   gA ji
g


 00

0  есть максимальная степень 

надежности того, что ситуация  00 , ji  в рассматриваемой нечеткой игре g


 

является седловой точкой, и пусть    00
00 ugA ji

g 
 . 

Для того, чтобы эта ситуация  00 , ji  была бы седловой точкой в игре с матрицей вы-

игрышей  gA ji 00
0  требуется, чтобы выполнялись неравенства: 

jiji 000
  , nj ,...,2,1 , 

000 ijji   , mi ,...,2,1 , 

 ijiju 0 , mi ,...,2,1 , nj ,...,2,1 , 
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,10 0  u  

ijijij fc   , mi ,...,2,1 , nj ,...,2,1  

 gdijij
 , mi ,...,2,1 , 0ii  , nj ,...,2,1 , 0jj  . 

Достаточным требованием для выполнения этих неравенств является: либо 00 u ; ли-

бо 0u  является решением задачи (1); либо 0u  является решением задачи (2). 

Задачи (1) и (2) возникают по той причине, что функции принадлежности линейно воз-
растают на интервалах  ijij dc ,  и линейно убывают на  ijij fd , . 

При рассмотрении ситуации  0, ji  при 0ii   выигрыш в ней мы разве что  увеличива-

ем и можно ограничиться интервалом  ijij fd , , что однозначно определяет вид соответ-

ствующего неравенства. Для ситуации  ji ,0  при 0jj   выигрыш в ней разве что умень-

шаем и можно ограничиться интервалом  ijij dc , . В ситуации же  00 , ji  выигрыш может 

быть надо увеличить, а может быть уменьшить.  
Пример. Дана нечеткая игра g


. Предполагается, что выигрыши игроков задаются не-

четкими числами, для простоты (треугольными). Дана матрица игры A (в ней указаны моды 
соответствующих нечетких чисел): 











348

1075
A / 

Эта игра не имеет седловой точки (в чистых стратегиях). Оптимальными смешанными 
стратегиями являются:  31,32P  для первого игрока и  0,21,21Q  для второго, 

цена игры равна 6. 
Предполагается, что выигрыш первого игрока в ситуации  ji,  является нечетким чис-

лом ijijijij fdcD ,,


 значения чисел ijijij fdc ,,  указаны в табл. 1: 
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Таблица 1 
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Характеристики нечетких выигрышей 

ijD


 ijc  ijd  ijf  

11D


 4 5 8 

12D


 3 7 9 

13D


 5 10 13 

21D


 4 8 12 

22D


 2 4 7 

23D


 2 3 5 

 
Функции принадлежности нечетких выигрышей указаны в табл. 2. 
 

Таблица 2 
Функции принадлежности 

ijD


 
Функция  xij  на интервале 

 ijij dc ,   ijij fd ,  

11D


 4x    3/8 x  

12D


   4/3x    2/9 x  

13D


   5/5x    3/13 x  

21D


   4/4x    4/12 x  

22D


   2/2x    3/7 x  

23D


 2x    2/5 x  

 
Расчеты показали максимум степени надежности того, что игра, в которой ситуация 

(1,1)  является равновесной, равен 4/7, при этом 7/442111   . В качестве значений 

остальных ij  можно взять, например, ijH : 

 
 1b  2b  3b  

1a  44/7* 7 10 

2a  44/7 4 3 

 
Здесь и далее седловые точки отмечены звездочками.  
Максимум степени надежности того, что игра, в которой ситуация (2,3)  является рав-

новесной, равен 0, например: 
 

 1b  2b  3b  

1a  5 7 5 

2a  8 6 5* 

Максимум степени надежности того, что игра, в которой ситуация (2,1) является равно-
весной, равен 1/6, например: 
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 1b  2b  3b  

1a  25/6 7 10 

2a  14/3* 6,5 14/3 

 
Для ситуации (1,2) максимум степени надежности равен 5/7, например, в игре с матри-

цей 
 1b  2b  3b  

1a  41/7 41/7* 10 

2a  8 4 3 

 
 Для ситуации (1,3) максимум степени надежности равен 3/8, например, в игре с матри-

цей 
 

 1b  2b  3b  

1a  55/8 7 55/8* 

2a  8 4 3 

 
Для ситуации (2,2) максимум степени надежности равен 1/3, например, в игре с матри-

цей 
 

 1b  2b  3b  

1a  5 13/3 10 

2a  8 13/3* 13/3 

 
Сравнивая шесть полученных результатов, получаем окончательный ответ: ситуация 

(1,2) является седловой точкой с максимальной степенью надежности, которая равна 5/7.  
В качестве выводов отметим: 
– в вырожденном случае, когда выигрыши являются по существу четкими числами, 

 ijijijij bbb ,,  и игра имеет седловую точку, рассматриваемый подход в качестве реше-

ния дает эту же седловую точку; 
– предложенное решение существует  всегда; 
– предложенное решение хотя и всегда существует, но его степень надежности может 

оказаться равной нулю, и это не такая уж редкость.  Например, когда ijijijij bbb ,,  и 

игра не имеет седловой точки. Кроме того, в этом случае решением является любая ситуация. 
В плане дальнейшего развития изложенного подхода, на наш взгляд, представляют ин-

терес следующие направления исследований: 
– обобщение результатов на произвольные нечеткие величины; 
– нахождение условий, при которых степень надежности ситуации, являющейся реше-

нием, не меньше заданной величины; 
– построение решения, основываясь на идеях Заде – Беллмана [2], с учетом степени 

принадлежности рассматриваемой ситуации нечеткой цели; 
– обобщение результатов на случай бескоалиционных игр с конечным числом игроков 

и на случай игр с несколькими матрицами выигрышей у каждого из игроков. 
Таким образом, в представленной статье на множестве присущих экономическим си-

стемам ситуаций строится нечеткое множество. Значениями его функции принадлежности 
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является максимальное на рассматриваемом универсальном множестве игр значение надеж-
ности того, что рассматриваемая ситуация является седловой точкой. Ситуация, для которой 
указанное значение максимально, предлагается считать решением рассматриваемой нечеткой 
игры. Для случая, когда выигрыши задаются треугольными нечеткими числами, предлагает-
ся подход к отысканию решения, использующий линейное программирование. 

Новизна заключается в новом подходе к построению описанного нечеткого множества 
и, как следствие, в новом определении понятия решения для рассматриваемого класса игр. 
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