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Выкопочная машина ВМ-1,3А для механизированной обработки почвы в питомниках имеет высокую 

производительность и обеспечивает выкопку саженцев с минимальным повреждением корневой системы. 

В работе предложена математическая модель, которая позволяет прогнозировать разрушение почвенного слоя в 

зависимости от свойств почвы и от кинематических и конструктивных параметров выкопочной машины. 

В математическую модель включены нестационарные уравнения движения грунта, реологическое уравнение 

состояния Рамберга-Осгуда, записанное для сложного напряжѐнного состояния, соотношения Коши для 

конечных деформаций, критерий разрушения почвенного слоя, начальные и граничные условия. 

Сформулированная нестационарная начально-краевая задача является нелинейной. В работе выполнен ее 

численный анализ. Проведенные расчеты показали существенно неоднородный характер полей перемещений и 

интенсивности напряжений. Рассмотренный режим работы выкопочной машины приводит к значительной 

деформации свободной поверхности, что способствует разрыхлению почвенного слоя и освобождению 

корневой системы саженцев. Разработанная вычислительная технология моделирования упругопластического 

деформирования почвенного фрагмента со свободной поверхностью может быть полезна при разработке 

эффективных режимов эксплуатации выкопочной машины для различных видов почв. 

Ключевые слова: математическое моделирование, грунт, напряженно-деформированное состояние, 

выкопочная машина 

 

MATHEMATICAL MODEL OF THE SOIL STRESS-STRAIN STATE IN THE PROCESS 

OF ITS INTERACTION WITH THE WORKING BODIES OF THE DIGGING MACHINE 

DSc (Engineering), Associate Professor O.R. Dornyak
1
 

DSc (Engineering), Professor M.V. Drapalyuk
1
 

PhD (Engineering) I.V. Kazakov
2 

PhD student E.S. Orudzhov
1
 

1 – FSBEI HE Voronezh State University of Forestry and Technologies named after G.F. Morozov, 

Voronezh, Russian Federation 

2 – FBI All-Russian Research Institute for Silviculture and Mechanization of Forestry, Pushkino, 

Russian Federation 

 

Abstract 

The VM-1.3A digging machine for mechanized tillage in nurseries has high productivity and ensures the digging 

of seedlings with minimal damage to the root system. The paper proposed a mathematical model that allows predicting 

the destruction of the soil layer depending on the properties of the soil and on the kinematic and structural parameters of 

the digging machine. The mathematical model includes nonstationary equations of soil motion, the Ramberg-Osgood 

rheological equation, written for a complex stress state, the Cauchy relation for finite deformations, the criterion for the 
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destruction of the soil layer, and initial and boundary conditions. The formulated nonstationary initial-boundary value 

problem is nonlinear. In the work of its numerical analysis. The calculations performed showed a substantially non-

uniform character of the displacement fields and stress intensity. The considered mode of operation of the digging 

machine leads to a significant deformation of the free surface, which contributes to the loosening of the soil layer and 

the release of the root system of seedlings. The developed computational technology for modeling elastoplastic 

deformation of a soil fragment with a free surface can be useful in the development of effective modes of operation of a 

digging machine for various types of soil. 

Keywords: mathematical modeling, soil, stress-strain state, digging machine 

 

Введение 

Эффективное решение одной из главных 

задач лесного хозяйства – восстановление и 

выращивание лесов – требует совершенствования 

системы лесокультурных и лесохозяйственных 

мероприятий, направленных на интенсификацию и 

повышение качества производственных процессов 

[1, 2]. Один из важных этапов лесовосстановления 

связан с выращиванием саженцев лесных культур в 

специализированных питомниках. Для механизиро-

ванной обработки почвы в питомниках имеется 

достаточно широкий выбор оборудования [3, 4]. 

Однако технология выкопки саженцев, которая 

решалась и часто решается с применением ручного 

труда, нуждается в новом оборудовании. Обеспече-

ние выкопки саженцев с минимальным поврежде-

нием корневой системы и высокой производитель-

ностью может обеспечить выкопочная машина ВМ-

1,3А (ВМ) [3]. Эта машина, практически не по-

вреждая корневую систему саженцев, сводит к 

минимуму ручной труд. 

Разнообразие производственных условий 

требует определения наиболее эффективных 

режимных параметров ВМ для разработки верхнего 

слоя почвы. В данной работе предложена матема-

тическая модель, которая позволяет прогнози-

ровать напряжѐнно-деформированное состояние 

почвенного слоя в зависимости от кинематических 

и конструктивных параметров выкопочной маши-

ны, а также от свойств почвы. В большинстве 

известных публикаций, связанных с выкопочными 

машинами различного типа, рассматривались 

особенности движения самих машин и их рабочих 

органов, при этом напряжѐнно-деформированное 

состояние грунта не исследовалось [5]. 

На рис. 1 представлена расчѐтная схема 

почвенного фрагмента для формирования матема-

тической модели поведения грунта при взаимо-

действии с рабочими органами машины – планками 

и билами. 

 

Рис. 1. Расчѐтная схема 

 

Форма фрагмента представляет собой 

прямоугольник, выделенный из полосы, которая 

подрезается ножом ВМ. Высота полосы равна 

1 2
h h . При этом глубина погружения вала, на 

который крепится определенное число бил и 

планок, – 
1

h . Отметим что величина 
1

h  определяет-

ся глубиной преимущественного залегания корней. 

Для саженцев сосны она составляет примерно 

30 см. 

Длина планок составляет l1 = 45 см, бил – 

l2 = 30 см. Ширина выделенного фрагмента а1 

выбрана ~ 
1

5 l . Предполагается, что вблизи боковых 

границ массив грунта деформирован незначи-

тельно. 

Постановка задачи 

Математическая модель процесса взаимо-

действия почвенного слоя и выкопочной машины 

построена при следующих основных предположе-

ниях. 

1. Материал грунта – несжимаемая 

гомогенная сплошная среда. 

2. По реологическим свойствам материал 

грунта является нелинейно-упругопластическим. 
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3. Распределение влажности по высоте гряды 

считается однородным. 

4. Взаимное влияние на деформирование 

грунта планок и бил не учитывается. 

5. Процесс является изотермическим. 

6. Напряженное состояние грунта можно 

рассматривать в рамках плоской задачи. 

Уравнения математической модели 

записываются относительно неподвижной системы 

отсчета OXY (рис. 1). 

Уравнения движения грунта имеют вид [6] 

2

2

xyx xx
u

x yt

 
  

 
, 

2

2

y xy yy
u

g
x yt

  
    

 
.                          (1) 

Здесь ρ – плотность грунта; ux, uy – компо-

ненты вектора перемещения частиц грунта, м;  

x, y – координаты, м; t – время, с; g – ускорение 

свободного падения, м/с
2
; σij (i, j = x, y) – 

компоненты тензора напряжений, Па. 

Для замыкания уравнений (1) необходимо 

использовать реологическое уравнение, связываю-

щее тензоры напряжений и деформаций. 

Опыты деформирования образцов грунта 

различного типа показывают, что эти материалы 

демонстрируют сложное реологическое поведение 

в неупругой области деформирования [7]. Это 

связано с влиянием ряда факторов, среди которых 

отмечают неоднородность структуры материала, 

наличие в нем остаточных микронапряжений, 

развитие микродефектов при интенсивности 

напряжений, превышающих предел текучести [8]. 

В исследованиях, требующих учета пласти-

ческого поведения грунта, часто используют 

реологическое уравнение Рамберга – Осгуда, 

которое в инвариантной форме может быть 

записано следующим образом: 

1 2 3

1

1 2 320

1 2 3
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   

%

%
%
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(2) 

В уравнении (2) тензоры подчеркнуты 

волнистой линией ( 
%

– тензор деформаций, 
%

 – 

тензор напряжений). I1, I2, I3 – инварианты тензора 

напряжений. Реологические параметры модели, 

которые должны определяться экспериментально: 

σТ – предел текучести, Па, Е – модуль упругости, 

Па, n и ε0 – константы материала. Неравенство 

1 2 3
( , , ) 0

T
F I I I 

 
определяет условие текучести 

материала, при котором имеет место неупругое 

деформирование. Второе неравенство 

1 2 3
( , , ) 0F I I I   является критерием разрушения 

материала, при выполнении которого модель 

Рамберга – Осгуда не работает. Это условие 

записано в статическом приближении, когда 

влиянием динамических эффектов на неупругое 

поведение материала можно пренебречь. 

В литературе уравнение Рамберга – Осгуда 

приводится, как правило, для одноосного 

деформированного состояния в виде [8-11] 

0

,

,

T

n

T P

T

E

E


  




  
          

  

.                 (3) 

Здесь σP – предел прочности материала при 

одноосном деформировании. 

В случае конечных деформаций связь между 

компонентами тензора деформаций и вектора 

перемещений имеет вид [6] 

1

2

j ji i

i j

j i j i

u uu u

x x x x

   
    
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 

.                    (4) 

Уравнения (1), (2), (4) должны быть дополне-

ны начальными и граничными условиями.  

В предлагаемой постановке задачи 

граничные условия представляются двумя типами: 

на неподвижных элементах почвы и подвижных 

поверхностях контакта бил и планок с грунтом. 

На границах выделенного фрагмента почвы 

имеют место смешанные граничные условия.  

Верхняя граница свободна от внешних 

нагрузок: 

1 2

0
y h h

n
 

  
r

%
.                                           (5) 

Здесь n
r

 – вектор единичной внешней 

нормали. 

Нижняя граница считается закрепленной на 

основании, которое не затрагивается рабочими 

органами машины. Здесь вектор перемещения 

равен нулю: 

0
0

y
u




r
.                                                  (6) 



 

Технологии. Машины и оборудование 

–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

160                                                       Лесотехнический журнал 2/2019                                                 

 

 

На боковых границах принято, что грунт 

практически неподвижен: 

1

0 0x

x a

u 




r

.                                                   (7) 

Рассмотрим внутренние границы изучаемого 

грунтового фрагмента, совпадающие с границами 

движущегося тела планки или билы. Данные 

элементы имеют известную практически 

постоянную угловую скорость ω. Угловая амплиту-

да колебаний составляет примерно 30°. Рабочие 

элементы выкопочной машины участвуют в 

составном – плоскопараллельном движении, кото-

рое является суммой поступательного движения 

вместе с выкопочной машиной и вращательного 

движения, организованного с помощью карданной 

передачи. Задачей математического моделирования 

является определение наиболее производительных 

и благоприятных для выкопки саженцев режимных 

параметров ВМ: ω – угловой скорости рабочего 

органа и V – линейной скорости машины по 

прямолинейной траектории. 

Отметим, что тела планок и бил недефор-

мируемы. В процессе взаимодействия с грунтом 

скорости их точек могут быть определены по 

известной формуле 

1 1

[ , ]
O O M

v v r  
rr r r

.                                        (8) 

Для проекций вектора скорости частицы M 

грунта, связанной с поверхностью вращающегося 

элемента условием прилипания, получаем 

1 1

( )
M x O x M O

v v y y    , 

1 1

( )
M y O y M O

v v x x    .                              (9) 

Полагая 
1

O x
v V , 

1

0
O y

v  , на внутренних 

подвижных границахимеем следующие условия для 

скоростей частиц грунта: 

2
( )

x
v V y h    ;  

( )
y

v x V t   .                                            (10) 

Работа выкопочной машины приводит к 

развитию в массиве грунта процессов упруго-

пластической деформации и формированию зон 

разрушения. В качестве критерия разрушения 

почвенного слоя может быть принят критерий 

Друкера-Прагера, который успешно применяется 

для оценки опасных состояний различных строи-

тельных материалов, а также при изучении 

прочностных свойств геометриалов [7, 12]. 

Уравнение Друккера-Прагера имеет вид 

2 1
F J B I A    ,  

2

3

p c

p c

A
 


  

, 
1

3

p c

p c

В
  


  

,             (11) 

где I1, J2 – первый и второй инварианты тензора 

напряжений и девиатора тензора напряжений 

соответственно, МПа; σс и σр – пределы прочности 

материала на одноосное сжатие и растяжение, 

МПа. При формальном предположении В = 0 

функция текучести Друккера-Прагера переходит в 

также широко применяемую функцию текучести 

Хубера-Мизеса: 

           
2

F J A  .                                           (12) 

Для расчета компонент девиатора тензора 

напряжений следует использовать соотношение 

1i j i j i j
I     . 

Выражения для инвариантов I1, J2 с учетом 

предположения о плоском деформированном 

состоянии имеют вид 

 1

1

3
xx yy

I tr     
%

.  

2

2 xx yy xx zz zz yy xy
J            . 

1
( 2 )

3
xx xx yy

     , 
1

( 2 )
3

y y y y x x
     , 

1
( )

3
xx xx yy

      .                                    (13) 

Уравнение (11) и выражения (13) дают 

возможность произвести оценку целостности 

почвенного слоя. 

В качестве начальных условий приняты 

условия равновесия: 

0u 
r

.                                                        (14) 

Сформулированная математическая модель 

для описания процесса деформирования почвен-

ного слоя [1, 2, 4-7, 10, 11, 14] является 

нестационарной и нелинейной, что делает ее 

достаточно сложной для исследования. Анализ 

модели можно провести с использованием 

численных методов. 

Метод исследования и результаты 

Численное исследование напряженно-дефор-

мированного состояния грунта по предложенной 
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математической модели выполнено с использо-

ванием платформы COMSOL Multiphysics 5.3a. 

 

a) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 2. Распределение в почвенном слое интенсивности 

напряжений 
2

3 J  a); перемещений ux–; б) пере-

мещений uy–; в) при t = 0.005 c для значений режимных 

параметров выкопочной машины ω = 20 с-1, V = 1 м/c и 

реологических параметров грунта, указанных в тексте 

 

Расчетная модель создана с использованием 

базовой части универсальной среды численного 

моделированияи специализированного модуля 

«Structural mechanics». 

Технологии пакета COMSOL предусматри-

вают возможность использования подвижных 

сеток, что позволяет определять форму свободной 

поверхности почвенного слоя в любой момент 

времени. Кроме того, такие сетки имеют 

оптимальное число степеней свободы, что также 

положительно влияет на численную эффективность 

предлагаемой технологии.  

На рис. 2 приводятся результаты, иллюстри-

рующие работу вычислительного алгоритма. 

Расчеты проведены для частного случая модели 

предельного состояния грунта, определяемого 

условием Мизеса. Реологические параметры грунта 

были выбраны, следуя данным [11, 13-14] – 

σТ = 6
.
10

3
 Па, Е = 10

7
 Па, n = 12 и ε0 = 0.02. 

Численные расчеты показывают существенно 

неоднородный характер полей перемещений и 

интенсивности напряжений. Выбранный режим 

работы выкопочной машины приводит к значи-

тельной деформации свободной поверхности, что 

способствует разрыхлению почвенного слоя и 

освобождению корневой системы саженцев. 

Заключение 

В работе предложена математическая модель 

напряженно-деформированного состояния грунта 

при воздействии на него планки или билы рабочего 

органа выкопочной машины. Разработана вычисли-

тельная технология моделирования упругопласти-

ческого деформирования почвенного фрагмента со 

свободной поверхностью, содержащего внутренние 

подвижные границы. Данная технология предлага-

ет удобный инструментарий, который может быть 

полезен в разработке эффективных режимов 

эксплуатации выкопочной машины для различных 

видов почв. 
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