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Abstract. In this article, the model of the analysis of a multicri-
teria task allowing to lower significantly the problems arising at 
design of difficult technical systems in cases when it is required 
to reduce significantly dimension of vector criterion in case of its 
redundancy or to show is considered that such reduction is impos-
sible.
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Аннотация. В данной статье рассматривает-
ся модель анализа многокритериальной за-
дачи, позволяющая существенно снизить про-
блемы, возникающие при проектировании 
сложных технических систем в случаях, когда 
требуется существенно снизить размерность 
векторного критерия в случае его избыточ-
ности или показать, что такое сокращение 
невозможно.

Ключевые слова: ганализ, модель, критерий, 
проектирование, проблема, система.

Введение 

Многие задачи оптимального проектирова-
ние сложных технических систем имеют много-
критериальную основу. Причем в качестве кри-
териев, как правило, берутся технические ха-
рактеристики системы, а стратегии (альтерна-
тивы) представляют собой варианты ее про ектов, 
задаваемые в виде наборов значений конструк-
тивных параметров. Поскольку многокритери-
альные задачи проектирования сложных систем 
имеют большую размерность пространства 
стратегий и значительного времени расчета 

характеристик, их решение становится доволь-
но затруднительным. 

Другая особенность заключается в необхо-
димости повторного решения многокритери-
альных задач с теми же критериями, но изме-
ненными множествами стратегий в связи с 
возможными в ходе проектирования измене-
ниями конструктивных и функциональных 
ограничений, определяющих техническую си-
стему [1; 2]. 

Постановка задачи

В многокритериальных задачах «качество» 
(или «полезность», «ценность», «эффективность» 
и т.п.) объектов оценивается с помощью кри-
териев K K K mm1 2 2, ,..., ≥( ) . Под критерием K

i
 

понимается функция, отображающая множество 
объектов Q в некоторое, содержащее не менее 
двух точек, подмножество X

i
 числовой прямой 

Re. Это множество называют шкалой i-го кри-
терия, а его элементы — шкальными оценками.

Критерии K
i
 образуют векторный критерий 

K K Km= ( ,..., )1 , отображающий множество Q во 
множество χ = × × ×X X X m1 2 ...  векторов, ком-
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понентами которых являются шкальные оцен-
ки. В общем случае не для всякого вектора x из 
χ может существовать соответствующий объект 
a, т.е. такой, что K(a) = x. Однако для анализа 
задачи и получения необходимой информации 
с целью ее решения удобно оперировать век-
торами из χ, которые не обязательно соответ-
ствуют реальным объектам (т.е. из Q), но могут 
рассматриваться как характеристики некоторых 
гипотетических объектов. Такие векторы будем 
называть векторными оценками. Множество 
всех векторных оценок обозначим через Х, по-
скольку векторные комбинации шкальных оце-
нок могут оказаться недопустимыми. Так как 
содержащие их векторы будут лишены смысла 
наборами чисел, то включение X ⊂ χ, вообще 
говоря, строгое.

При решении задачи на основании полу-
ченной информации во множестве векторных 
оценок Х строятся бинарные отношения пред-
почтения и безразличия, которые затем наряду 
с дополнительными гипотезами и принципами 
(например, принципом наибольшего гаранти-
рованного результата, применяемым при на-
личии неопределенных факторов) используют-
ся для построения отношения предпочтения во 
множестве стратегий U и выделения оптималь-
ной стратегии [2; 3]. В дальнейшем отношения 
строгого предпочтения, безразличия, нестро-
гого предпочтения и несравнимости будут обо-
значаться соответственно буквами P, I, R и N, 
которые при необходимости будут снабжаться 
теми или иными индексами (верхними или 
нижними). 

Для любых двух векторных оценок x и воз-
можен один и только один из следующих слу-
чаев:
• xPy (x предпочтительнее, чем y); 
• yPx; 
• (x и y одинаковы по предпочтительности, 

т.е. безразлично, какую из этих двух вектор-
ных оценок выбрать в качестве лучшей); 

• (x и y несравнимы по предпочтительности). 
Под xRy будем понимать, что верно либо 
xPy, либо xIy, т.е. R = P ∪ I. Отношения P, 
I и N восстанавливаются по R (или же от-
ношение R порождает P, I и N); 

• xIy, когда одновременно xRy и yRx; 
• xPy, когда xRy, но yRx неверно; xNy, когда 

неверно ни xRy, ни yRx.

Модель анализа многокритериальной 
задачи

Время, затрачиваемое на решение много-
критериальной задачи проектирования, значи-
тельно сокращается при уменьшении размер-
ности векторного критерия. Поэтому вопрос 
уменьшения этой размерности представляется 
весьма важным. Примером критерия, который 
может быть несущественным на раннем этапе 
проектирования, является стоимость техниче-
ской системы. В самом деле, предположим, что 
одновременное неуменьшение всех существен-
ных характеристик технической системы при-
водит к соответствующему неуменьшению ее 
стоимости. Тогда критерий стоимости может 
быть исключен из векторного критерия, по-
скольку это не приведет к сокращению множе-
ства оптимальных, по Парето, стратегий [1; 4]. 
В данной ситуации критерий стоимости целе-
сообразнее использовать на следующем этапе 
выбора проекта системы из набора оптимальных, 
по Парето, проектов.

Задача векторной (или многокритериальной) 
оптимизации заключается в выборе стратегии 
x из множества X возможных стратегий при 
наличии векторного критерия:

 W W W X Rm
m= ( ) →1,..., : .

Без потери общности предположим, что по 
каждому частному критерию W

i
 желательно 

иметь возможно большее значение [2]. В каче-
стве решения этой задачи обычно берется одна 
из стратегий, принадлежащих множеству эф-
фективных стратегий:

 P x X y X W y W x= ∈ /∋ ∈ ( ) ≥ ( ){ }: .  

В многокритериальных задачах проектиро-
вания сложных технических систем [1] часто 
требуется построить конечное множество P′ ⊂ P, 
удовлетворяющее следующему условию: для 
всякой стратегии x ∈ P должна найтись стра-
тегия e ∈ P′ такая, что W x W y( ) − ( ) ≤ ξ , где  
ξ > 0 мало. В [1] P′строится как объединение 
решений двухэтапных лексикографических задач:

 min , max
1

1
≤ ≤

=
∈

( ) ( )





→∑
i m i i i

i

m

x X
W x W x lexλ
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когда  λ λ λ= ( )1,..., m  пробегает достаточно  
п л о т н у ю  к о н е ч н у ю  δ - с е т ь  м н о ж е с т в а 

Λ = = > =










=
∑λ λ λi i
i

m

i m1 0 1
1

, , , . Трудоемкость по-

строения множества P′ возрастает с увеличени-
ем размерности векторного критерия W. В дан-
ной работе исследуется вопрос уменьшения 
этой размерности путем исключения W несу-
щественных качественных критериев.

Для непустого собственного подмножества S 
множества I = {1, 2, …, m} положим W W i SS i= ∈( ), .  
Пусть P

S
 — множество эффективных стратегий 

из множества Х по векторному (или скалярно-
му, если S — одноэлементно) критерию W

S
. 

Критерий W
S
 назовем базисным, если P

S
 ⊃ P. 

Если существует базисный критерий W
S
, то в 

рассмотренном выше лексикографическом кри-
терии [1; 3] в качестве первого критерия мож-
но использовать min

i S i iW x
∈

( )λ ,  а δ-сеть по 
λ λS i i S= ∈( ),  брать из множества:

 
ΛS S i i

i S

i S= = > ∈






∈

∑λ λ λ1 0, , .

Критерий Ws является базисным, если, на-
пример, из неравенства W x W xS S′( ) ≥ ′′( ),  ′ ′′ ∈x x X,  
всегда следует неравенство W x W xI S I S/ /′( )> ′′( ) .

Рассмотрим вопрос проверки базисного кри-
терия и способы нахождения базисных крите-
риев.

Утверждение 1. Для того чтобы критерий W
S 

был базисным, необходимо и достаточно, что-
бы для любых стратегий x, y ∈ P W x W yS S( ) ≥ ( ).

Займемся вопросом проверки базисности 
критерия W

S
. Если множество Х конечно, то 

эту проверку можно осуществить перебором, 
используя утверждение 1.

Теперь рассмотрим линейную задачу вектор-
ной оптимизации. Предположим, что Х — вы-
пуклый многогранник евклидова пространства, 
а критерии W i mi , ,= 1  линейны на Х. Пусть  
П — множество пар стратегий их множества 
D x y X W x W yS S= ( ) ∈ ( )> ( ){ }, ,2  эффективных по 
векторному критерию W x W y( ) ( )( ),  размерности 
2m. Через Π′ обозначим множество пар (x, y) ∈ П, 
являющихся вершинами многогранника D. 
Положим 

 Q y X x x y W x W yS S= ∈ ∃ ( ) ∈ ′ ( ) ≥ ( ){ }: , , .Π

Утверждение 2. В линейной задаче векторной 
оптимизации для того, чтобы критерий W

S
 был 

базисным, необходимо и достаточно, чтобы 
Q P∩ = /0.

Необходимость. Предположим, что критерий 
Ws является базисным, Q P∩ = /0  и y Q P∈ ∩ .  
Тогда для некоторой стратегии x X x y∈ ( ) ∈ ′, Π
и W x W yS S( ) ≥ ( ).  Заметим, что x ∈ P. В самом 
деле, если найдется стратегия z X W z W x∈ ( ) ≥ ( ): ,  
то z y D,( ) ∈  и W z W y W x W y( ) ( ) ≥ ( ) ( )( ), ,  (проти-
воречие с тем, что x y,( ) ∈ Π ). 

Итак, x y P,( ) ∈ 2  W x W yS S( ) ≥ ( )  и критерий 
W

S
 не являются базисными в силу утвержде- 

ния 1.
Достаточность. Пусть Q P∩ = /0. Предположим, 

что найдется пара x y P,( ) ∈ 2  такая,  что  
W x W yS S( ) ≥ ( ).  Тогда x y,( ) ∈ Π  и для некоторо-
го конечного набора пар:

x y j k x y x yj j
j

j j

j

k

, , , , , ,( ) ∈ ′ = ( ) = ( )
=

∑Π 1
1

λ

где λ
j
 > 0, j k j

j

k

= =
=

∑1 1
1

, .λ

Поскольку W x W yS S( ) ≥ ( ),  найдется номер j
0
 

такой, что y Qj 0 ∈ .  Следовательно, y Pj 0 ∉  и 

y y Pj
j

j

k

= ∉
=

∑λ
1

 
(противоречие). Утверждение

 
доказано.

Из утверждения 2 вытекает следующий спо-
соб проверки базисности критерия W

S
 в линей-

ной задачи векторной оптимизации. Сначала 
известными методами [1; 4] строится множество 
Π′. Затем находится множество Q и для каждой 
стратегии y ∈ Q осуществляется проверка ее 
принадлежности множеству Р.

Пусть Х — компакт метрического простран-
ства, а критерии W

i
, i m= 1,  непрерывны на Х. 

В этих условиях проверка базисности критерия 
W

S 
может вызывать затруднения. Рассмотрим 

метод, который, хотя и не всегда, обеспечива-
ет эту проверку, в практическом отношении 
может оказаться пригодным.

Пусть число ξ > 0 мало, а P′ — конечное 
подмножество множества Р, определенное в п. 
1. Если для некоторой стратегии y  ∈  P ′ 

x X W x W yS S∈ ( ) ≥ ( ){ } = /0,  то нельзя гарантиро-

вать базисность критерия W
S
. Но поскольку  

P′ ⊂ P
S
, можно считать критерий W

S
 «ξ-базисным» 

и отбросить все критерии W
i
, i ∈ I\S.
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Алгоритм поиска базисного критерия

Алгоритм удобно разбить на m этапов. 
Первый этап начинается с проверки базис-

ности критерия WI \ 1{ } . Предположим, что кри-
терий WI \ 1{ }  не является базисным, и нашлись 
стратегии x,y ∈ P такие, что W x W yI I\ \ .1 1{ } { }( ) ≥ ( )  
Если W

S
, где 1 ∈ S — базисный критерий, то 

необходимо S S i I W x W yi i⊂ ′ = ∈ { } ( ) = ( ){ }\ .1  
Поэтому затем проверяется базисность крите-
рия W

S
. Предположим, что нашлись стратегии 

′ ′ ∈x y P,  такие, что W x W yS S′ ′′( ) ≥ ′( ).  Тогда про-
веряется базисность критерия WS ′′ ,  где 

′′ = ∈ ′ ′( ) = ′( ){ }S i S W x W yi i ,  и т.д. до тех пор, 
пока не исчерпается множество I \ 1{ } . Если 
базисный критерий не обнаружен, то можно 
заключить, что ни один критерий W

S
, 1 ∉ S 

базисным не является. На этом завершается 
первый этап алгоритма. 

Второй этап начинается с проверки базис-
ности критерия WI \ 2{ }  и аналогичен первому 
этапу. Здесь только нужно учитывать, что кри-
терий W

1
 должен входить в базисный критерий. 

Точно так же i-й этап алгоритма начинается с 
проверки базисного критерия WI i\{ }  и при этом 
критерии W

1
, …, W

i-1
 входят в базисный крите-

рий. В процессе выполнения всех m этапов 
алгоритма либо будет найден базисный 
(«ξ-базисный») критерий, либо будет установле-
но отсутствие такого. При этом общее число про-

верок на базисность не превзойдет m m +( )
−

1

2
1.

Если нужно найти все базисные критерии 
(например, с целью отыскания базисного кри-
терия наименьшей размерности), то необходи-

мо пройти все m этапов алгоритма. В результате 
будет найдено некоторое множество W j kSj , ,={ }1  
базисных критериев. Далее нужно проверить 

на базисность критерии W
S
, где S Sj

j

k

⊂
=

2
1
∪ ,  вновь 

используя с небольшими изменениями пред-
ложенный алгоритм. В результате будет по-
строено новое семейство базисных критериев. 
Процесс завершается построением всех базис-
ных критериев.

Приведем утверждение, которое может ока-
заться полезным при поиске критериев.

Утверждение 3. Пусть Ws — базисный кри-
терий и для любых x y PS, ∈ 2  из W x W yS S( ) = ( )  
следует W x W y( ) = ( ) . Тогда при всех T ⊃ S кри-
терий W

T
 является базисным.

Если W
S
 — базисный критерий, но второе 

условие утверждения 3 не выполнено, то ут-
верждение, вообще говоря, не имеет места.

Заключение

Таким образом, процесс поиска базисного 
критерия в задачах проектирования сложных 
систем является весьма трудоемким. Он может 
оправдать себя в тех случаях, когда приходится 
большое число раз решать многокритериальные 
задачи с одним и тем же векторным критерием, 
но на разных множествах Х (например, при 
проектировании сложных технических систем 
[1]). В случаях, когда такой критерий удалось 
найти на достаточно «широком» множестве Х, 
то далее его можно использовать для построе-
ния сеток на множествах Парето для рассмо-
тренного класса многокритериальных задач.
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