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ВЛИЯНИЕ ИНЕРЦИОННЫХ СВЯЗЕЙ НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУД  

КОЛЕБАНИЙ РАБОЧЕГО ОРГАНА 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ВИБРАЦИОННОЙ МАШИНЫ 

 
Рассмотрены динамические свойства техно-

логических вибрационных машин на основе модели 
в виде механической колебательной системы с 
двумя степенями свободы, содержащей в своем 
составе устройство для преобразования движения, 
создающее дополнительные инерционные связи 
при одновременном действии двух гармонических 
внешних факторов. Разработан метод построения 
математических моделей, которые обеспечивают 

возможности оценки динамических состояний при 
использовании таких параметров состояния, как 
отношение динамических реакций связей между 
опорной поверхностью (источник кинематического 
возмущения) и рабочим органом. 

Ключевые слова: инерционные связи, ди-
намическое состояние, динамические реакции свя-
зей, передаточные функции, динамические эффек-
ты, дополнительные связи. 

 
Vyong Kuang Chyk 

 
INERTIAL COUPLING IMPACT UPON OSCILLATION AMPLITUDE DISTRIBUTION  

OF WORK APPARATUS OF TECHNOLOGICAL VIBRATING MACHINE 
 

The paper reports the consideration of technolo-
gical vibrating machine dynamic properties on the ba-
sis of the model as a mechanical oscillating system 
with two degrees of freedom having in its structure a 
device for motion conversion (DMC) forming addi-
tional inertial couplings at the simultaneous action of 
two external harmonic factors. The purpose of investi-
gations consists in the development of the method for 
the formation of simulators ensuring possibilities for 
dynamic states assessments at the use of such parame-
ters of a state as a relation of ties dynamic reactions 
between a supporting surface (source of kinematic dis-
turbance) and a work apparatus.        

For investigations there is used a method of 
structural mathematical modeling within the limits of 
which the mechanical oscillating system is compared 
with a structural circuit equivalent dynamically a sys-
tem of automatic control. There is offered a technology 
of starting simulators transformation ensuring a defini-
tion of tie dynamic reactions in characteristic points of 
element contact connection of the system at the simul-
taneous action of two factors. It is shown that the joint 

action of two external disturbances does not change 
frequencies of characteristic oscillations in the system, 
but affects considerably its dynamic properties.  

There are shown diagrams of the dependences 
of motion points and values of tie dynamic reactions in 
characteristic points upon a frequency of external im-
pact. The manifestations of new dynamic effects in the 
interactions of system elements between each other as 
a formation of additional modes of oscillation dynamic 
damping and amplitude-frequency characteristics 
(AFC) of a certain type are shown. Dynamic effects 
predetermine potentialities of a purposeful tuning of 
vibration fields. It is shown that the value of the shown 
DMC mass of affect substantially dynamic properties 
of the system that can be used both for motion parame-
ter control, and for the assessment of tie dynamic reac-
tions arising at that in the system.  

Key words: inertial ties, dynamic state, dynam-
ic reactions of ties, transmission functions, dynamic 
effects, additional ties. 

 

 
Введение          
Использование дополнительных связей в 
структурах механических колебательных 
систем, рассматриваемых в качестве рас-
четных схем технических объектов раз-
личного назначения, является достаточно 
развитым направлением в решении задач 
динамики машин, что нашло отражение в 
работах [1-5]. Во многих случаях конст-
руктивно-технические формы дополни-

тельных связей реализуются как введение 
в структуру механических колебательных 
систем различных механизмов - зубчатых, 
рычажных, в том числе и винтовых неса-
мотормозящихся устройств. Теоретиче-
ские основы таких подходов рассматрива-
ются в работах [6-9]. Наличие механизмов 
как специфических механических цепей в 
структуре колебательных систем позволя-
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ет решать достаточно широкий спектр за-
дач динамики, в которых изменение дина-
мических свойств системы в целом дости-
гается за счет динамических эффектов, 
возникающих во взаимодействиях элемен-
тов системы [10-13]. В рамках структурно-
го математического моделирования, когда 
механической колебательной системе со-
поставляется эквивалентная в динамиче-
ском отношении структурная схема систе-
мы автоматического управления, дополни-
тельные связи интерпретируются как уст-
ройства для преобразования движения 
(УПД) и реализуются типовыми элемен-
тарными звеньями с передаточными функ-
циями двойного дифференцирования [3-5]. 

Особенности динамических свойств 
систем с УПД на основе винтовых несамо-
тормозящихся механизмов рассмотрены, в 
частности, в работах [14-17]. Введение 
УПД в колебательные структуры позволя-
ет в достаточно широких пределах изме-

нять свойства технических объектов в за-
дачах динамики, в том числе и в защите 
машин, оборудования и аппаратуры от 
вибрационных воздействий. В вибрацион-
ных технологических машинах введение 
УПД позволяет формировать необходимые 
формы периодических движений рабочих 
органов, снижать динамические нагрузки в 
соответствующих точках рабочих органов. 
Вместе с тем многие вопросы, связанные с 
учетом особенностей динамических взаи-
модействий, еще не получили достаточно 
детализированного описания. 

В предлагаемой статье развивается 
метод структурного математического мо-
делирования в приложениях к решению 
задач оценки особенностей динамических 
взаимодействий при соединениях УПД с 
массоинерционными и упругими типовы-
ми элементами механической колебатель-
ной системы. 

 
Некоторые общие положения. Постановка задачи исследования 

Рассматривается технический объект, 
расчетная схема которого может быть 
представлена механической колебательной 
системой с двумя степенями свободы (рис. 
1). Инерционный элемент массой m2 имеет 
опорную пружину жесткостью k3 и опира-
ется в т. А на опорную поверхность II. 
Кроме того, элемент m2 опирается на уп-
ругий сложный элемент (или структурное 
образование - квазипружину), состоящий 
из пружины жесткостью k1 с точками кон-
такта В и В1 соответственно с парой эле-
ментов k2 и L в тт. В1, В2. В точке В1 со-
средоточена масса m1. Вторая часть струк-
турного блока представляет собой парал-
лельное соединение упругих элементов с 
жесткостью k2 и УПД с промежуточной 
массой m1. Контактирование с инерцион-
ным элементом m2 происходит в т. В2. По-
ложение инерционного элемента m2 опре-
деляется координатой y2, а промежуточной 
массы m1 - соответственно координатой y1. 
Предполагается, что система обладает ли-
нейными свойствами и совершает малые 
колебания относительно положения стати-
ческого равновесия. Движение опорных 
поверхностей I и II определяется извест-
ными гармоническими функциями z1(t) и 

z2(t) одной частоты; между внешними воз-
мущениями существует функциональная 
связь 

                           12 zz α= ,                        (1) 
где α - постоянный коэффициент связности 
внешних возмущений. 

Приведенная масса УПД, обозначен-
ная как L на рис. 1, определяется выраже-
нием 
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Рис. 1. Принципиальная схема подвески 
с устройством для преобразования 

движения  
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где J - момент инерции гайки-маховика; rср 
- средний радиус винта; γ - угол подъема 
винтовой линии [3; 4]. 

Положение системы рассматривается 
в координатах y1 и y2 в неподвижном бази-

се. Для построения математической моде-
ли составим выражения для кинетической 
и потенциальной энергий: 
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Используя уравнение Лагранжа 2-го 
рода, а затем преобразования Лапласа при 
нулевых начальных условиях, запишем 

систему дифференциальных уравнений в 
операторной форме [4; 5]: 
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где p = jω ( 1−=j ) - комплексная пере-
менная; значок 〈−〉  над переменной озна-
чает ее изображение по Лапласу. 

Структурная математическая модель, 
или структурная схема эквивалентной в 
динамическом отношении системы авто-
матического управления, приводится на 
рис. 2. Структура состоит из двух парци-

альных систем, которые связаны между 
собой инерционно-упруго, что обеспечи-
вает возможность обнуления связи на час-
тоте 

L
k22

0 =ω .                                            (7) 

 

Рис. 2. Структурная математическая модель (структурная схема) системы 
с устройством для преобразования движения  

 
Передаточные функции системы при кинематическом возмущении со стороны основа-

ния определяются выражениями 
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является характеристическим частотным 
уравнением системы. 

На схеме (рис. 1) показано, что m1 
представляет собой массоинерционный 
элемент, через который каскад Lp2 + k2 со-
единяется с упругим элементом k1 (при 
этом вводится в рассмотрение точка В1). 

Задача исследования заключается в 
оценке динамических особенностей, прив-

носимых в механическую колебательную 
систему устройством для преобразования 
движения, а также введением промежу-
точного массоинерционного элемента m1, 
создающего в системе подвески два каска-
да, последовательно соединенных между 
собой.

 
Оценка динамических свойств системы при введении УПД 

В большинстве работ, посвященных 
оценке динамических свойств механиче-
ских колебательных систем [4; 5], точка 
В1, в которой одновременно контактируют 
три типовых элемента с передаточными 
функциями k1, k2 и Lp2, не рассматривает-
ся как характерная точка. Автором такая 
точка интерпретируется как узловая, ее 
положение определяется координатой 1y . 
Предельным случаем можно полагать си-
туацию, когда m1 → 0, что предопределяет 

подход к оценке динамической жесткости 
двухкаскадного последовательного соеди-
нения элементов системы; величина m1 
оказывает влияние на распределение ди-
намических реакций связей в тт. В, В1 и 
В2. 

Используя структурную схему на 
рис. 2, запишем передаточные функции, 
учитывая связность внешних воздействий, 
определяемую выражением (1): 

 

)(
)(])[(

1
2

2
332

2
21

1

1)(
12

pA
kLpkkkpLmk

z
ypW

zz

+α++++
==′′

α=

,              (13) 

)(
)(])[(

2
2

2
121

2
13

1

2)(
12

pA
kLpkkkpLmk

z
ypW

zz

+++++α
==′′

α=

.              (14) 

На рис. 3 приведены преобразован-
ные структурные схемы с выделением 
элементов m1 и m2, охваченных соответст-
вующими отрицательными обратными 

связями. В физическом смысле передаточ-
ные функции таких связей определяют ди-
намические жесткости структурных обра-
зований.

                                  

  

а)                                                                       б) 
Рис. 3. Структурные схемы системы, развернутые относительно массоинерционных элементов m1 и m2: 

а - m1 - координат y1; б - m2 - координат y2 
 

Динамические реакции в точках контакта с опорной поверхностью определяются вы-
ражениями 
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Динамическая реакция опорR  обнуляется на частоте внешнего воздействия 
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Динамическая реакция на объекте m2 определяется через динамическую жесткость, ко-
торую можно найти, используя правила структурных преобразований [18]: 
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Таким образом, 
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Найдем отношение динамических реакций 
2mR  и опорR , используя приемы, изложен-

ные в работе [18]: 
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Особенности динамических свойств систем, описываемых через соотношение реакций 
связей 

Отношение реакций динамических 
связей в характерных точках исходной 
системы может рассматриваться как пара-
метр, отражающий динамическое состоя-
ние системы с учетом особенностей, опре-
деляемых набором типовых элементов, ус-
ловиями внешнего возмущения и выбором 
значений параметров. 

1. В обычной механической колеба-
тельной системе с двумя степенями свобо-
ды (m1 ≠ 0, L = 0, α = 0) амплитудно-
частотная характеристика по координате 

1y  имеет режим динамического гашения 
колебаний на частоте 

2

322
дин1 m

kk +
=ω ,                               (21) 

что следует из (8) при L = 0. Если m1 = 0, L 
= 0, то исходная система редуцируется до 
системы с одной степенью свободы; при 
этом координата 1y  аннулируется; частота 
собственных колебаний системы с одной 
степенью свободы в этом случае определя-
ется выражением 



Вестник Брянского государственного технического университета                 № 7 (68) 2018 
 

49 
 

)( 212

3132212
соб kkm

kkkkkk
+
++

=ω .                 (22) 

Для оценки влияния параметров ти-
повых элементов используется модельная 
задача, в которой рассматриваются изме-
нения α (0, 0,5, 2); m1 = 100 кг; m2 = 
1000 кг; k1 = 100000 Н/м; k2 = 200000 Н/м; 
k3 = 300000 Н/м; L (0, 100 кг). 

2. Отметим, что в общем случае в 
системе возможны проявления резонанс-
ных режимов на частотах собственных ко-
лебаний, определяемых из частотного ха-
рактеристического уравнения (12). При 
переходе к амплитудно-частотным харак-
теристикам (АЧХ) реакций связей, опреде-
ляемым выражением (20), будут наблю-
даться следующие особенности. К приме-

ру, при ω → ∞ отношение 
опор

2

R

Rm  будет 

стремиться к пределу. 

 
 
Когда L = 0, m1 = 100 кг, рассматри-

ваемая система становится обычной цеп-
ной системой с двумя степенями свободы 
(рис. 4). 

Если настроечным параметром вы-
бирать m1, то это не всегда является ра-
циональным из-за расхода материалов при 
требованиях больших m1. Если рассматри-
вать возможности системы, полагая, что L 
≠ 0 (L – приведенная масса), то можно по-
лучать большие значения m1 + L за счет 
эффектов изменения приведенных пара-
метров УПД, обеспечивая тем самым эко-
номию расхода материалов (уменьшая m1 
до нулевых значений). 

Амплитудно-частотные характери-

стики системы )(
1

1 ω
z
y  и )(

1

2 ω
z
y  при раз-

личных значениях α приводятся на рис. 5. 
 

   

Рис. 4. Принципиальная схема 
механической цепной колебательной 
системы с двумя степенями свободы 
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                                               а)                                                                              б) 

                                                в)                                                                                               г) 
Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики системы: а - по координате 1y  с α = 0, 0,5, 2; 

б - по координате 2y  с α = 0, 0,5, 2; в - по координате 1y  с α = 0, -0,5, -2; г - по координате 2y  с α = 0, -0,5, -2 
 

На рис. 5а графики )(
1

1 ω
z
y  пересека-

ются с осью абсцисс (т.(1), т.(2), т.(3)) во 
втором диапазоне частот (ω1соб - ω2соб); с 
увеличением значений α точка пересече-
ния перемещается направо - к ω2соб; точки 
пересечения показывают частоты динами-
ческого гашения колебаний по координате 

1y . В свою очередь, на рис. 5б точки пере-

сечения графиков зависимостей )(
1

2 ω
z
y  с 

осью абсцисс (т.(1'), т.(2'), т.(3')) переме-
щаются в третий диапазон частот (ω2соб - 
∞). На рис. 5в т.(1) - точка пересечения 

)(
1

1 ω
z
y  с осью абсцисс, которая находится 

во втором диапазоне частот соответствен-
но значению α = 0 (рис. 5а); т.(2'') находит-
ся в первом диапазоне для значения α = -
0,5; со значением α = -2 не будет частоты 
динамического гашения колебаний (точка 
пересечения отсутствует). На рис. 5г пока-
зано, что при α = -0,5, -2 точки пересече-

ния графиков зависимостей )(
1

2 ω
z
y  (т.(2'''), 

т.(3''')) размещаются во втором диапазоне 
частот (по сравнению с тт.(2'), (3') на 
рис. 5б). Таким образом, коэффициент 
связности внешних воздействий α облада-

ет возможностями существенного влияния 
на АЧХ по координатам 1y  и 2y . 

3. Частотная диаграмма (рис. 6) пред-
ставляет собой графики частот динамиче-
ского гашения колебаний (которые опре-
деляются из числителей выражений (13), 
(14)), собственных и парциальных частот в 
зависимости от коэффициента связности α. 

На рис. 6 точки (1) и (2) представля-
ют собой пересечения графиков )(2

дин1 αω  и 
)(2

дин2 αω ; в этих же точках происходит пе-

ресечение с графиками )(2
соб1 αω  и )(2

соб2 αω  
(эти графики являются прямыми), по-
скольку собственные частоты не зависят от 
коэффициента связности α. 

Отметим, что при действии на систе-
му двух синфазных гармонических возму-
щений в ней может формироваться специ-
фический режим, когда система с двумя 
степенями свободы изменяет свою струк-
туру и проявляет частотные характеристи-
ки, которыми обладают системы с одной 
степенью свободы (динамический эффект 
изменения структуры). 

4. Для определения динамических 
состояний через отношение реакций свя-
зей выражение (20) при L = 0 трансформи-
руется в выражение 
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Из числителя (23) могут быть найдены 

частоты обнуления отношения реакций связей: 

                                                  
31

212132
дин1R

)(
km

kkkkk
α

++α
=ω ,                                         (24) 

                                            .
)( 321

3132212
дин2R kkm

kkkkkk
+
++

=ω                                                  (24') 

При определенных частотах отношение реакций связей  
опор

2

R

Rm  может принимать бес-

конечно большое значение: 

                          
2

2
11

2
3

32132
2

121
2
32

1max
)1()()(

mkmk
kkkkkkkkk

R +α
α+++++α

=ω ,                                  (25) 

                                                        
1

212
2max m

kk
R

+
=ω .                                                     (25') 

Из выражения (25') следует, в част-
ности, что 2

2max Rω  не зависит от α, поэтому 
существует определенная частота, при ко-
торой отношение реакций связей аннули-
руется для всех значений α. 

При условии, что ω → ∞, отноше-
ние реакций связей стремится к пределу: 

2
2

11
2
3

3213 )(

опор

2
mkmk
kkmk

R

Rm

+
+

=

∞→

α
α

ω

.                             (26) 

Частотные характеристики отноше-
ния реакций связей приведены на рис. 7. 

Рис. 6. Частотная диаграмма системы 
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а)                                                                                               б) 
Рис. 7. Частотные характеристики отношения реакций связей при m1 = 100 кг, L = 0: 

а - α = 0, 0,5, 1; б - α = 0, -0,5, -1 
 

На частоте дин2Rω  графики отноше-
ния реакций связей, как было ранее упо-
мянуто, пересекаются с осью абсцисс (т.(2) 
на рис. 7а и т.(2') на рис. 7б) вне зависимо-
сти от коэффициента α, как это определя-
лось из (24'). На рис. 7а все графики отно-
шения реакций связей с положительными 
значениями α еще проходят через общие 

точки - т.(1) и т.(3), соответственно т.(1') и 
т.(3') на рис. 7б - для отрицательных зна-
чений α. 

5. При введении m1 = 100 кг, L = 
100 кг амплитудно-частотные характери-
стики системы при различных значениях α 
приводятся на рис. 8. 

    

                                             а)                                             б) 

в)                                                                                               г) 
Рис. 8. Амплитудно-частотные характеристики системы: а - по координате 1y  с α = 0, 0,5, 2; 

б - по координате 2y  с α = 0, 0,5, 2; в - по координате 1y  с α = 0, -0,5, -2; г - по координате 2y  с α = 0, -0,5, -2 
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Отметим, что АЧХ системы при 
включении УПД (рис. 8) имеют такие же 
формы, как и АЧХ системы при отсутст-
вии УПД (рис. 5). 

Из числителя уравнения (20) полу-
чим три частоты обнуления отношения ре-
акций связей. Одна из частот имеет вид 

.
)(
)(

113

212132
дин.3 LkLmk

kkkkk
++α
++α

=ω                                           (27) 

Остальные две частоты обнуления являются корнями биквадратного уравнения 
0))((])([ 1

2
12

2
21

2
13 =+ω−+ω−+++ω+− kmkLkkLmk .                   (28) 

Из знаменателя выражения (20) следует, что отношение реакций связей 
опор

2

R

Rm  прини-

мает бесконечно большое значение при частотах 

                          
)1()()(
)1()()(

312
2

11
2
3

32132
2

121
2
32

3max α+++++α
α+++++α

=ω
LkkLmkLmk
kkkkkkkkk

R ,                                (29) 

                                                          
Lm

kk
R +

+
=ω

1

212
4max .                                                  (29') 

На графиках отношения реакций 

опор

2)(
R

R
N m

=ω  (рис. 9) показано, что имеет-

ся общая частота R4maxω , при которой от-
ношение реакций связей достигает беско-
нечно большого значения независимо от 

значения α. При ω → ∞ отношение 
опор

2

R

Rm  

неограниченно возрастает. Частотные ха-
рактеристики отношения реакций связей 
при различных значениях α приведены на 
рис. 9. 

  

а)                                                                                                  б) 
Рис. 9. Частотные характеристики отношения реакций связей при m1 = 100 кг, L = 100 кг: 

а - α = 0, 0,5, 1; б - α = 0, -0,5, -1 
 

На рис. 9а все графики отношения 
реакций связей с положительными значе-
ниями α проходят через общую точку - 
т.(1). То же самое можно отметить в т.(1') 
на рис. 9б для отрицательных значений α. 
Отметим также, что графики отношения 
реакций связей пересекаются с осью абс-
цисс (т.(2), т.(3) на рис. 9а и т.(2'), т.(3') на 
рис. 9б) независимо от коэффициента α, 
что следует из выражения (28). При опре-

деленных условиях график отношения ре-
акций связей может принимать специфи-
ческий режим в т.(4'). Таким образом, при 
любых значениях коэффициета связности 
α графики зависимостей N(ω) пересекают-
ся на одной и той же общей частоте. Такие 
динамические эффекты имеют значение 
для разработки технологий управления 
динамическими состояниями технических 
объектов. 
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Заключение 
Автором предложен метод построе-

ния математических моделей системы 
транспортных подвесок, позволяющий 
оценивать их динамические возможности 
при действии различных внешних возму-
щений, в том числе и при одновременном 
действии нескольких факторов. 

Идея метода заключается в использо-
вании структурной математической моде-
ли в виде структурной схемы эквивалент-
ной в динамическом отношении системы 
автоматического управления. Показано, 
что структурная схема подвески с выде-
ленным объектом, динамическое состоя-
ние которого оценивается, может рассмат-
риваться в качестве основы для определе-
ния динамической жесткости системы в 
характерных точках. Это позволяет, в свою 
очередь, определять динамические реак-
ции связей как произведение динамиче-

ской жесткости на динамическое смеще-
ние рассматриваемой точки, определяемое 
передаточной функцией системы. 

В работе вводится понятие об ампли-
тудно-частотных характеристиках, в кото-
рых выходным сигналом служит динами-
ческая реакция связей. Анализ показывает, 
что изменения динамических реакций свя-
зей могут существенно отличаться от 
представлений о динамических свойствах 
систем, получаемых обычным способом. 
Настройка динамических подвесок, оценка 
их динамических свойств могут осуществ-
ляться при использовании такой динами-
ческой характеристики, как отношение ре-
акций связей, возникающих на опорной 
поверхности и защищаемом объекте. При 
этом управление динамическим состояни-
ем может производиться путем изменения 
отношения жесткостей системы. 
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