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Введение. Одними из первых работ, посвя-

щенных взаимодействию свободновращающе-

гося плоского диска с почвой, явились работы 

профессора Н.-Нерли [1, 2]. В них предполага-

лось, что диск движется в почве со скольжени-

ем, а сам диск заглублен до его середины и 

взаимодействует с почвой только боковыми 

поверхностями. Но как показали дальнейшие 

экспериментальные исследования, свободно-

вращающийся диск может двигаться в почве 

не только со скольжением, но также и с буксо-

ванием. Кроме того, необходимо учитывать 

взаимодействие с почвой лезвия диска. 

В математической модели взаимодействия 

диска с почвой, разработанной Г.Н. Синеоко-

вым и Н.Д. Лучинским, основным предполо-

жением являлось предположение о том, что 

диск свободно катится в почве без скольжения 

и буксования [3, 4]. Это предположение, как 

правило, не соответствует действительности и 

приводит к существенным ошибкам при опре-

делении силовых характеристик диска. 

В.И. Медведев и А.П. Акимов построили 

модель взаимодействия диска с почвой в пред-

положении, что диск движется в режиме бук-

сования [5], что характерно для дисков-

движителей. 

Позднее была создана обобщенная всере-

жимная модель взаимодействия плоского дис-

ка с почвой [6], позволившая снять ограниче-

ния предыдущих математических моделей. 

Эта модель учитывала взаимодействие с поч-

вой как лезвия диска, так и его боковых по-

верхностей. Она позволила теоретически опи-

сать явление скольжения-буксования дисково-

го ножа в почве и определить силовые харак-

теристики лезвия и боковой поверхности дис-

ка, движущегося в произвольном режиме. 

Современные исследователи также посвя-

щают свои исследования взаимодействию сво-

бодновращающегося дискового ножа как с 

почвой и грунтом, так и с асфальтобетоном. 

Так, в работе Б.В. Туровского [7] исследуется 

зависимость энергоемкости обработки почвы 

диском в зависимости от режима его работы, 

но при этом режим работы считается задан-

ным и не учитывается взаимодействие лезвия 

диска с почвой. В исследованиях И.Д. Кобяко-

ва [8-10] рассматривается взаимодействие с 

почвой свободновращающегося шестиуголь-

ного плоского диска, но не учитывается взаи-

модействие с почвой его боковых поверхно-

стей. В работах Е.В. Курилова [11–14] рас-

сматривается резание грунта и асфальта дис-

ковым ножом, при этом также не учитывается 

взаимодействие его боковых поверхностей с 

почвой. 

Отметим, что в указанных выше работах 

кинематический параметр, определяющий 

режим работы диска, считался заданным, в то 
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время как он является результатом взаимодей-

ствия диска с почвой и должен находиться из 

уравнения равновесия сил, приложенных к 

диску в случае его равномерного вращения и 

движения с постоянной поступательной ско-

ростью. Такой подход к взаимодействию дис-

ка с почвой принят лишь в обобщенной моде-

ли взаимодействия диска с почвой [6]. Как 

показывают исследования, величина кинема-

тического параметра даже свободновращаю-

щегося диска оказывает существенное влия-

ние на его силовые характеристики [15, 16]. 

Однако обобщенная модель взаимодей-

ствия с почвой не нашла должного примене-

ния в связи со своей относительной сложно-

стью: силовые характеристики диска опреде-

ляются в ней с помощью эллиптических инте-

гралов. Поэтому целью данной статьи являет-

ся построение более простой приближенной 

модели взаимодействия свободновращающе-

гося диска с почвой, позволяющей определять 

кинематический параметр диска и его силовые 

характеристики и в то же время обеспечиваю-

щей точность, достаточную для инженерной 

практики. 

Анализ и обсуждение результатов. По-

ступательное и вращательное движения плос-

кого почвообрабатывающего диска определя-

ют его функционирование. Если его вращение 

осуществляется принудительно, через вал от-

бора мощности трактора, то такой диск назы-

вают активным ротационным рабочим орга-

ном. Если вращение дискового ножа возника-

ет вследствие его взаимодействия с почвой, то 

его вращение обычно называют свободным, а 

сам диск – свободновращающимся. Если сво-

бодновращающийся диск притормаживается, 

то его называют приторможенным. 

Пусть плоский дисковый нож радиуса r, 

погруженный в почву на глубину h, движется 

при постоянной поступательной скорости поч-

вообрабатывающего орудия или машины, рав-

ной vп, вращаясь при этом с угловой скоро-

стью ω. 

Будем считать, что почва достаточно одно-

родна, то есть ее давление на боковые поверх-

ности сегмента ножа, расположенного в поч-

ве, почти одинаково во всех точках этого сег-

мента и может быть заменено его средним 

значением p, а сопротивление почвы резанию, 

приходящееся на единицу длины лезвия дис-

ка, сохраняется почти постоянным по всей 

режущей части лезвия, и его тоже можно за-

менить некоторым средним значением Q. 

При постоянстве заглубления диска по-

движная центроида представляет из себя 

окружность, а неподвижная – горизонтальную 

прямую. 

Режим движения диска определяется кине-

матическим параметром диска λ, равным от-

ношению окружной скорости ω×r к поступа-

тельной vп и остающимся, при сделанных 

предположениях, неизменным. В зависимости 

от значения этого коэффициента дисковый 

нож движется со скольжением (λ <1) или бук-

сованием (λ >1), либо катится без скольжения 

и буксования (λ =1). 

Свяжем с диском подвижную систему ко-

ординат, поместив ее начало в центре диска и 

направив ось Ox в сторону его поступательной 

скорости, а ось Oz – вертикально вниз. Как 

показано в работе [17], результирующая сил 

трения, действующих на боковые поверхности 

диска, направлена горизонтально, а ее проек-

ция на ось Ox равна: 

                  

(1) 

 

 

где m=1/λ,  

 

Интеграл, входящий в равенство (1), не 

выражается через элементарные функции с 

помощью конечного числа операций, но мо-

жет быть выражен через нормальные эллипти-

ческие интегралы Лежандра [17]. На практике 

его проще вычислять одним из известных чис-

ленных методов.  

Положительным направлением момента 

сил будем считать направление вращения дис-

ка. В работе [17] показано, что главный мо-

мент сил трения, действующих на боковые 

поверхности диска, относительно его центра 

находится с помощью вычисления интеграла: 
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Для проекции на ось результирующей эле-

ментарных реакций на лезвие диска в той же 

работе [15] получено выражение: 

                               

(4) 

Можно показать, что главный момент эле-

ментарных реакций, действующих на лезвие 

диска, относительно его центра находится с 

помощью формулы [15]: 

             

(5) 

 

Интегралы, входящие в равенство (5), мож-
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вестных численных методов. 
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дователей известно, что для свободновращаю-
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ского параметра λ в окрестности точки  

λ = 1 приводят к существенным изме-

нениям величин  и                                  поэтому учет 

отличия величи- ны l от единицы 

необходим. 

Если пренебречь трением в подшипнике 

дискового ножа, то кинематический параметр 

λ, определяющий режим движения диска, 

установленного свободно на оси и равномерно 

вращающегося вследствие его взаимодействия 

с почвой, определится из следующего уравне-

ния равновесия моментов: 

 

                   (17) 

 

где n=4fpr/Q – безразмерный коэффициент, 

зависящий от свойств почвы (p, Q), материала 

диска, способа обработки его боковых поверх-

ностей (f), его конструктивного размера r и 

определяющий относительный вес суммарных 

безразмерных момента сил трения на боковых 

поверхностях ножа и момента реакций почвы 

на лезвие диска в результирующем безразмер-

ном моменте реакций почвы. 

С учетом принятых обозначений подстанов-

ка выражений (7) и (16) в равенство (17) при-

водит к трансцендентному уравнению, кото-

рое приходится решать относительно l для 

различных значений n и x численно. Решение 

этого уравнения λ*= λ* (n,ξ) и определяет ре-

жим функционирования и силовые характери-

стики свободновращающегося дискового но-

жа. 

Проекции на оси Ox и Oz главного вектора 

сил реакций почвы на диск равны суммам 

проекций на эти оси главных векторов ее ре-

акций на боковые поверхности и на лезвие 

диска: 

 
 

.  , ëzzáõëõx RRFRR =+=

тонно убывает с убыванием ɛ, и, как показыва-

ют расчеты, даже при λ=0,8 и λ=1,2 составляет 

величину, меньшую 0,25%. 

Поскольку интеграл I2 является непрерыв-

но дифференцируемой функцией при λ=1, то 

достаточно заменить I2 его значением при λ=1. 

Переходя для удобства от ϑ0 к относительному 

заглублению ξ и удерживая только главные 

члены при λ→1, из (3), (5), (8) и (14), получим 

формулы: 

  

  (15) 

           

 

(16) 

 

где безразмерная проекция  

и безразмерный момент  

 

Поскольку функции в (15) и (16) не опре-

делены при λ=1, их необходимо доопределить 

до непрерывности, то есть положить, что при 

λ=1: 

   

 

На рисунке 1, а изображены для ξ = 0,5 

графики зависимости безразмерной проекции  

от λ для точной формулы (3) – сплош-

ной кривой, а для приближенной фор-

мулы (15) – пунктирной кривой. Как следует 

из этого рисунка, при значениях λ, близких к 

единице, эти кривые практически совпадают. 

На рисунке 1, б изображены для ξ = 0,5 графи-

ки зависимости безразмерного момента  

от l для точной формулы (5) – сплош-

ной кривой, а для приближенной формулы 

(16) – пунктирной кривой. И на этом рисунке 

при λ, близких к единице, эти кривые практи-

чески совпадают. Из этих рисунков также сле-

дует, что небольшие изменения кинематиче-

 
а)  

б) 

Рисунок 1 – Сравнение приближенных и точных зависимостей от λ: 
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Выводы. На основе обобщенной всере-

жимной модели взаимодействия плоского дис-

ка с почвой построена приближенная модель 

взаимодействия с почвой свободновращающе-

гося диска. Для свободновращающегося диска 

его кинематический коэффициент очень бли-

зок к единице. Использование этого условия 

позволило значительно упростить расчетные 

формулы. Сравнение полученных приближен-

ных формул с точными показало их достаточ-

ную для инженерной практики близость. По-

строенная математическая модель взаимодей-

ствия свободного вращающегося диска с поч-

вой позволяет находить его кинематический 

коэффициент и рассчитывать его силовые ха-

рактеристики в зависимости от свойств почвы 

и относительного заглубления. Эта модель 

позволяет проще ставить и решать задачу 

определения оптимальных параметров и режи-

мов функционирования свободновращающе-

гося диска. 

Вводя безразмерные величины: 

 
из предыдущих равенств получим: 

                                           

(18) 

                                                

(19) 

 

 

Подставляя функцию λ*= λ* (n,ξ)  вместо λ 

в формулы (4), (6), (15), (18) и (19), определя-

ем зависимости проекций на оси координат 

безразмерной результирующей реакций почвы 

на свободновращающийся диск от относитель-

ного заглубления x и безразмерного коэффи-

циента n, отражающего свойства почвы. 
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MATHEMATICAL MODEL OF INTERACTION OF FREE ROLLING FLAT DISK WITH SOIL 

Akimov A.P., Konstantinov Yu.V., Mazyarov V.P. 
Abstract. When constructing a mathematical model for the interaction of a free-rotating plane disk with soil, it is 

necessary to take into account that the magnitude of its kinematic parameter, equal to the ratio of its circumferential veloci-
ty to the speed of translational movement of the disk, is not a given quantity, but a definite quantity. With uniform rotation 
of the disk and its translational movement at a constant speed, the kinematic parameter is determined from the equilibrium 
equation of external forces, applied to the disk. The generalized mathematical model of disk-soil interaction, proposed 
earlier, was taken into account, but in view of relative complexity it was not widely used. The aim of the study is to con-
struct a simpler, but adequate mathematical model for the interaction of a free-spinning disc with soil. The model is con-
structed under the assumptions of the constancy of the translational velocity of the disk, the permanence of its penetration 
and the possibility of replacing the pressure on the disc’s lateral surfaces with its mean value and replacing the force per 
unit length of the blade with its mean value. Since the distribution of the elementary forces of soil reactions is ultimately 
determined by the distribution of the absolute velocities of the points of the disk in contact with the soil, the resultant reac-
tions of the soil and their total moment are functions of the kinematic parameter of the disk and its relative burial. These 
functions are given by integrals, that are not expressed in terms of elementary functions by a finite number of operations. 
However, the proximity of the kinematic parameter of the free-spinning disk to unity makes it possible, with the help of an 
estimate of these integrals, to obtain approximate expressions in terms of elementary functions for the resultant reactions 
of the soil and their total angular momentum. It is shown that the accuracy of the approximations obtained is sufficient for 
engineering practice. 

Key words: mathematical model, free-spinning disk, interaction with soil, soil reactions, power characteristics. 
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