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Аннотация 
В статье описывается геометрический алгоритм построения тора при инверсии открытой 
эллиптической циклиды Дюпена. Описывается алгоритм нахождения параметров 
инверсии, при которых геометрическое преобразование приводит к получению тора, а 
также рассматриваются свойства окружностей Вилларсо в исходном и инверсном 
образах. 
Ключевые слова: геометрические преобразования, преобразование инверсии, циклида 
Дюпена, тор, окружности Вилларсо, начертательная геометрия. 
 
Abstract 
The article describes a geometric algorithm for constructing a torus with the inversion of an 
open elliptical Dupin cyclide. An algorithm for finding the inversion parameters at which a 
geometric transformation leads to a torus is described, and the properties of Villarceau circles 
in the original and inverse images are considered. 
Keywords: geometric transformations, inversion transformation, Dupin's cyclide, torus, 
Villarceau circles, descriptive geometryю 
 
Введение 

Геометрические преобразования [2, 5] являются важным инструментом в различных 
областях науки и техники, позволяющим изучать и описывать свойства объектов и 
явлений в пространстве. 

Преобразование инверсии находит широкое применение в оптике, где оно 
используется для описания изображений, создаваемых зеркалами и линзами. Например, 
если мы рассматриваем изображение предмета, создаваемое сферическим зеркалом, то 
это изображение является инвертированным относительно центра зеркала. Для 
применения инверсии в решении практических задач в пространстве 𝑅𝑅3 создаются 
программные продукты [3, 10]. 

Известно, что циклиду Дюпена можно получить инверсией самой циклиды Дюпена 
и тора. Тор, по сути, есть частный случай циклиды. Свойства циклид Дюпена достаточно 
полно описаны в источниках [6-9]. В этой статье решается обратная задача инверсии. 
Требуется найти параметры преобразования (центр и сфера инверсии), при которых из 
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циклиды Дюпена получится тор. Рассматривается возможность получения открытого 
тора. Также в полученной инверсии требуется установить соответствие окружностей 
Вилларсо на циклиде Дюпена и торе. 

 
Постановка задачи  
1. Найти геометрический алгоритм нахождения параметров инверсного преобразования 
открытой циклиды Дюпена в открытый тор. 
2. В системе преобразования инверсии тор-циклида установить инверсное соответствие 
окружностей Вилларсо. 
 
Теория  

В источнике [1] приведен метод поиска и доказательство теорем, позволяющие найти 
центр и радиус окружности инверсии, которая преобразует две окружности, не имеющие 
общих точек, в простейший эллиптический пучок [11], т.е. концентрические 
окружности. На рис. 1 приведено построение окружности инверсии для подобного 
случая. Рассмотрим этапы построения искомой окружности инверсии. 

1. Для окружностей 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2 находится точка 𝑆𝑆 - точка пресечения линии центров 
𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 с радикальной ось 𝑙𝑙. Для построения радикальной оси двух 
непересекающихся окружностей строятся касательные прямые к данным 
окружностям. Выполняется поиск середин отрезков 𝐻𝐻1 и 𝐻𝐻2 для отрезков 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 
𝑅𝑅𝑅𝑅, опирающихся на точки касания. 

2. Через точку 𝑆𝑆 проводятся касательные 𝑆𝑆𝑀𝑀1 и 𝑆𝑆𝑀𝑀2 к заданным окружностям 𝐾𝐾1 и 
𝐾𝐾2. Так как точку 𝑆𝑆 принадлежит радикальной оси окружностей, то окружность 
радиусом 𝑆𝑆𝑀𝑀1 является ортогональной к заданным. Данная окружность задает на 
линии центров 𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵. 

3. Искомая инверсия определяется центром инверсии, коим может являться любая 
точка 𝐴𝐴 или 𝐵𝐵, и радиусом инверсии равным отрезку 𝐴𝐴𝐴𝐴. Окружность 𝐹𝐹 на 
рисунке 1 является окружностью инверсии с центром в точке 𝐵𝐵. В этом случае 
центр простейшего эллиптического пучка будет находиться в точке 𝐴𝐴. 

 
Рис. 1. Построение окружности инверсии для преобразования двух 

непересекающихся окружностей в простейший эллиптический пучок 
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 Для построения тора соответствующего заданной циклиде Дюпена требуется 
найти сферу инверсии для экваториальной 𝑁𝑁2 и горловой 𝑁𝑁1 окружностей, 
преобразующую последние в концентрические окружности (рис. 2). Горловая 
окружность открытого эллиптической циклиды находится внутри экваториальной. 
Изменим систему, состоящую из окружностей 𝑁𝑁1, 𝑁𝑁2, 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2, таким образом, чтобы все 
окружности находились в одной плоскости. Для этого осуществляем поворот плоскости 
𝑥𝑥𝑥𝑥 вокруг оси 𝑥𝑥 на 90°. В перспективе решения задач в пространстве 𝑅𝑅3 для инверсии 
циклиды относительно сферы приведенное действие не повлияет на результат, но 
позволяет решать подзадачу в пространстве 𝑅𝑅2. 

 

 
Рис. 2. Отрытая эллиптическая циклида Дюпена 

При взаимном расположении окружностей 𝑁𝑁1 и 𝑁𝑁2 (рис. 3) для поиска радикальной 
оси в источнике [4] приводится доказательство теоремы, которая утверждает, что 
центром окружности перпендикулярной к 𝑁𝑁1 и 𝑁𝑁2 есть центр гомотетии окружностей 𝐾𝐾1 
и 𝐾𝐾2.  

На рис. 3 строится касательная 𝑃𝑃𝑃𝑃 к окружностям 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2. Находится центр 
гомотетии 𝑆𝑆, как пресечение 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑂𝑂1 𝑂𝑂2. Окружность с центром 𝑆𝑆 и радиусом 𝑆𝑆𝑀𝑀1 задет 
на линии центров 𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 две точки, одна из которых точка 𝐴𝐴.  Для центра инверсии 
выбрать можно любую. В данном случае взята противоположная точке 𝐴𝐴 точка (на рис. 
3 не указана) и строится окружность инверсии 𝐹𝐹 радиусом 2 × 𝑆𝑆𝑆𝑆. 
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Рис. 3. Поиск окружности инверсии 

Результат инверсии системы окружностей 𝑁𝑁1, 𝑁𝑁2, 𝐾𝐾1 и 𝐾𝐾2 относительно окружности 
𝐹𝐹 приведен на рис. 4 штриховыми линиями. Центром инверсных окружностей 𝑁𝑁1 и 𝑁𝑁2 
является точка 𝐴𝐴. Соответственно, точка 𝐴𝐴 будет являться центром тора при 
преобразовании в пространстве 𝑅𝑅3. 
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Рис. 4. Результат инверсии системы окружностей относительно F 

 
Результат 

На основе рассуждений, приведенных в теории данной статьи, построим инверсию 
открытой эллиптической циклиды Дюпена. Из рис. 5 видно, что сфера инверсии с 
центром в точке 𝐵𝐵 пересекается с циклидой Дюпена по двум окружностям, которые 
являются инвариантами данного преобразования. 

Если рассечь циклиду Дюпена бикасательной плоскостью 𝛾𝛾 (рис. 6), то образуются 
две окружности - аналоги окружностей Вилларсо. При инверсии плоскости 𝛾𝛾 образуется 
сфера 𝛾𝛾′, которая пересекает тор также по двум пересекающимся окружностям, но 
лежащим в разных плоскостях. Эти окружности для тора являются окружностями 
Вилларсо, получающимися при пресечении тора с бикасательной сферой. 
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Рис. 5. Инверсия циклиды Дюпена 

 

 
Рис. 6. Инверсия бикасательной плоскости в бикасательную сферу 
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Выводы 
Удалось найти геометрический алгоритм построения тора, применяя преобразование 

инверсии к циклиде Дюпена. 
Установлено соответствие бикасательной плоскости и бикасательной сферы при 

инверсии циклиды Дюпена в открытый тор. Из полученного соответствия и наличия на 
торе бесконечного числа бикасательных сфер следует то, что на циклиде Дюпена 
присутствуют аналоги всех семейств окружностей Вилларсо. 

Результат решения данной задачи расширяет область знания в теории 
геометрических преобразований и может являться основой для решения новых задач [2]. 
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