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Аннотация. Теория поля широко представлена в сфериче-
ской и цилиндрической системах координат, так как хорошо 
изучен математический аппарат данных систем координат. 
Источники поля с более сложными структурами требуют 
новых подходов к их изучению. В работе [11] была введена 
нормальная коническая система координат. Основная цель 
работы заключается в распространении области применения 
классических методов теории поля на новые формы источ-
ников (стоков) и граничных поверхностей благодаря приме-
нению таких координатных систем, в которых эти формы 
одновременно являются и поверхностями уровня поля, и 
координатными поверхностями системы координации. Поиск 
специальной координации пространства, а также определение 
тех условий, при которых параметризация позволяет распро-
странить классические методы теории поля на нетрадицион-
ные источники, стоки, наборы других условий, — задача ак-
туальная. Такое распространение возможно на основе введе-
ния специальной координации пространства в условиях со-
впадения координатных поверхностей координации с 
поверхностями уровня поля или с поверхностями, которые 
являются предельными в рассматриваемом физическом про-
цессе. Однако при применении на практике построений по-
верхностей уровня полей в нормальных конических коорди-
натах происходили бифуркации – нарушение дифференци-
ально-геометрических свойств гладкости, как то: появление 
ребер возврата на поверхностях уровня и обратных переходов 
от нерезультативного к результативному действию знака аб-
солютной величины различных функций, пересечение по-
верхностей уровня с различными значениями параметра семьи. 
Чтобы избежать этих проблем, в работе были рассмотрены 
различные варианты координации пространства конусом-о-
пределителем. Были выявлены двузначности в зависимости 
от соотнесения к различным полостям конуса-определителя 
и выбрана правильная координация пространства. 

Ключевые слова: конические координаты, координация 
пространства, теория поля.
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Area of Correct Space Coordination by 
Normal Conic Coordinates 

Abstract. Field theory is widely represented in spherical and 
cylindrical coordinate systems, as the mathematical apparatus of 
these coordinate systems is well studied. Field sources with more 
complex structures require new approaches to their study. In [11], 
a normal conic coordinate system was introduced. The main pur-
pose of the work is to extend the scope of application of classical 
methods of field theory to new forms of sources (sinks) and bound-
ary surfaces through the use of coordinate systems in which these 
forms are both field-level surfaces and coordinate surfaces of the 
coordination system. The search for special coordination of space, 
as well as the determination of those conditions under which par-
ametrization makes it possible to extend classical methods of field 
theory to non–traditional sources, sinks, and sets of other conditions 
is an urgent task. Such a distribution is possible on the basis of the 
introduction of special space coordination in conditions of coin-
cidence of coordinate coordination surfaces with field-level sur-
faces or with surfaces that are marginal in the physical process 
under consideration. However, when using in practice constructions 
of field level surfaces in normal conic coordinates, bifurcations 
occurred – a violation of the differential geometric properties of 
smoothness, such as the appearance of return edges on level sur-
faces and reverse transitions from the ineffective to the effective 
action of the sign of the absolute value of various functions, the 
intersection of level surfaces with different values of the family 
parameter. In order to avoid these problems, various variants of 
space coordination by a cone-determinant were considered in the 
work. Ambiguities were revealed depending on the correlation to 
different cavities of the cone-determinant and the correct coordi-
nation of space was chosen. 

Keywords: conic coordinates, space coordination, field theory.
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Введение

Анализ работ в области исследования физических 
полей методом геометрического моделирования при-
водит к двум выводам:
•	 если физическое поле имеет несложную структу-

ру, например, световое поле, а точнее, его лучевая 
составляющая, то эти исследования часто прово-
дились графическими методами [14; 15].

•	 поля более сложной структуры нуждались в при-
влечении математического аппарата теории поля, 
который описывает характеристики поля диффе-
ренциальными уравнениями в частных произво-
дных [4–6; 9; 10].
Работа базируется на:

•	 положениях классической общей теории поля в 
криволинейных координатах [1; 2];

•	 теории параметризации геометрических фигур и 
условий [3; 7; 8; 13];
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t — линия — окружность пересечения конусов  
u = const и v = const;

u — линия — прямая пересечения полуплоскости 
t = const и конуса v = const;

v — линия — прямая пересечения полуплоскости 
t = const и конуса u = const.

Рис. 1. Подвижный триэдр

В теории поля применяют подвижный триэдр, 
орт которого имеет направление роста координат 
локальной системы отнесения. На рис. 1 показан 
триэдр, орты которого e

t
, e

u
 и e

v
 построены в точке 

М. С целью предотвращения всевозможных особен-
ностей и связанных с ними недоразумений будем 
рассматривать только правые системы как глобаль-
ных, так и локальных координат. 

Определим область существования введенной 
системы нормальных конических координат, которую 
еще можно называть областью правильной коорди-
нации нормальными коническими координатами.

Поскольку на рис. 1 координация точки М осу-
ществлялась относительно луча образующей конуса 
(в дальнейшем его будем называть конусом — опре-
делителем системы нормальных конических коор-
динат, а угол α — параметром системы), располо-
женного в полуплоскости. Далее переход от плоской 
системы к пространственной осуществлялся враще-
нием этой полуплоскости вокруг оси 0z, область 
существования системы нормальных конических 
координат: 

	 0 2 0≤ < < < ∞ − < < ∞t u utg vπ α, , . 	 (2)

Эти формулы выражают область пространства, 
внешнюю по отношению к конусу u = 0 (точнее,  
к его нижней полости). Вершина этого конуса —  
в начале координат (рис. 1), а образующая перпен-

•	 а также современных представлениях и исследо-
ваниях теории поля [16; 18; 19; 24].
Основным методом исследования был аналити-

ческий метод. Для визуализации полей и удобства 
изучения был применен графический метод [2].

При применении аналитического метода описания 
скалярных и векторных полей могут возникнуть не-
совпадения поверхностей уровня с координатными 
поверхностями применяемой системы координации 
пространства, а также проблема однозначности опре-
деления координат выбранной точки пространства.

Идеей работы является определение области су-
ществования введенной системы нормальных кони-
ческих координат. Это необходимо для корректного 
применения формул теории поля изложенных в ра-
боте, а также предотвращения проблем визуализации 
скалярных и векторных полей [19].

Проблема определения трехортогональной систе-
мы координат имеет непосредственную связь с про-
блемой отнесения поверхности-определителя нор-
мальной координации пространства к линиям кри-
визны [10], т.е. к интегрированию дифференциальных 
уравнений второго порядка в частных производных 
[17; 22]. Следовательно, введение трехортогональной 
системы связано с поиском такой поверхности-о-
пределителя, для которой интегрирование возможно 
в конечном (не в числовом) виде, что является огра-
ничением на форму источника или стока поля в 
контексте его геометрического моделирования [17].

Основная часть

Нормальные конические координаты были вве-
дены в работе [11], теория поля в нормальных кони-
ческих координатах изложена в статье [12]. Также 
были получены зависимости нормальных конических 
от прямоугольных декартовых координат. 

	 x u v t

y u v t

z u v

= ⋅ + ⋅( )
= ⋅ + ⋅( )
= ⋅ − ⋅

sin cos cos ;

sin cos sin ;

cos sin

α α

α α
α αα.

 	
(1)

Координатные поверхности нормальной кониче-
ской системы:

t = const — полуплоскость, которая проходит че-
рез ось конуса;

u = const — коническая поверхность, соосная с 
опорным конусом, образующие которой перпенди-
кулярны образующим опорного конуса;

v = const — коническая поверхность, соосная с 
опорным конусом, образующие которой параллель-
ны образующим опорного конуса.

Координатные линии нормальной конической 
системы:
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дикулярна образующей конуса — определителя си-

стемы, она наклонена к оси 0z под углом 
π

α
2

+ .  Кроме 

того, из этой области следует исключить точки, при-
надлежащие оси 0z.

Рис. 2. Эквивалентная двузначность

Именно в этом месте возникает вопрос, весьма 
важный для дальнейших исследований: на каких 
принципах распространить область правильной ко-
ординации нормальными коническими координа-
тами на все пространство?

 Сформулируем требования к специальной коор-
динации пространства:
•	 специальная параметризация должна быть пра-

вильной для всего пространства или, по крайней 
мере, для его значительной части;

•	 глобальная и локальная системы должны быть 
правыми;

•	 функции (1) зависимостей между глобальными и 
локальными координатами должны быть одно-
значными или эквивалентно двузначными.
Понятие эквивалентной двузначности поясним 

на примере плоских полярных координат (рис. 2). 
Эта система представляется полюсом 0 и полярной 
осью Р. Произвольная точка А имеет координаты  
ρ, ϕ. Точку В

1
, симметричную относительно полюса 

точке А, можно определить двумя способами:  
В

1
(ρ, ϕ + π) та В

2
(–ρ, ϕ). Поскольку эти точки совпа-

дают, двузначность следует определить эквивалент-
ной.

Рассмотрим известные функции зависимости 
прямоугольных декартовых координат от полярных

	 x = ρ cosϕ, y = ρ sin ϕ

и обратной зависимости

	 ρ ϕ= + =x y arctg
y

x
2 2 , .

Эквивалентность двузначности обеспечивается 
нижеприведенной формулой

	 ρ = ± +x y2 2 .

Относительно другой функции ϕ = arctg
y

x
,  она 

также двузначная при условии координации плоско-

сти 0 2≤ ≤( ) = = +ϕ π ϕ ϕ π: .arctg
y

x
Важно то, чтобы глобальные координаты х, у были 

определены однозначно, независимо от выбора пары 
локальных координат. 

Что взять за основу, чтобы распространить на все 
пространство область правильной координации функ-
циями (1) при условии выполнения остальных сфор-
мулированных требований?

Рис. 3. Первый вариант координации пространства

Как первый вариант рассмотрим идею распро-
странения на нижнюю полость конуса-определителя 
условия о совпадении положительного направления 
координаты v с направлением внешней нормали, 
принятой для верхней полости конуса-определителя. 
В этом случае (рис. 3) выполняется второе требова-
ние: глобальная и локальная системы правые. Но 
этот вариант имеет недостатки: лучи одной и той же 
образующей конуса v = 0 принадлежат различным 
координатным полуплоскостям. Верхний луч пло-
скости t = 0, нижний — t = π. Сохранение постоян-
ного направлении v вдоль образующей конуса-опре-
делителя существует только по линии действия и 
только для правой верхней и нижней левой части 
сечения конуса-определителя. С другой стороны,  
в плоскости t = const расположены различные обра-
зующие конуса-определителя, которые пересекают-
ся. В подобластях пространства u > 0 и u < 0 этой 
полуплоскости, направления координаты v не со-
впадают. Как следствие, возле точек, в которых поле 
меняет знак u, будем иметь разрыв, если v при этом 
также имеет нулевое значение, но после прохождения 
через начало координат знак не меняется при u = 0, 
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v ≠ 0. Это следствие того, что координатной поверх-
ностью v = const такой поверхности были бы два 
полуконуса, пересекающихся в плоскости x0y при  
v > 0.

Наконец, в таком варианте потребовало бы обос- 
нования устранения двузначности при отнесении 
точек, внешних относительно координатного кону-
са u = 0: их можно отнести как к верхней, так и к 
нижней полости конуса, и от этого зависело бы на-
правление координаты v.

Таким образом, этот вариант распространения 
области правильной координации пространства для 
изучения полей следует признать неприменимым.

Предложим другой вариант, в котором положи-
тельное значение координаты v будем отсчитывать 
во внешнюю сторону верхней, и внутрь нижней по-
лости конуса-определителя. Подойдем к рассмотре-
нию этого варианта с позиций преобразований.

Рис. 4. Второй вариант координации пространства

Покажем сечение конуса-определителя плоскостью 
z0x (рис. 4). Зафиксируем относительно этого сечения 
две плоские системы координат с общим началом в 
вершине 0 конуса-определителя: x0z и v

0
0u

0
. Ось 0z 

совпадает с осью конуса-определителя, ось 0u
0
 —  

с его образующей. Возьмем произвольную точку М
0
, 

координаты которой в системе v
0
0u

0
 (v

m
, u

m
).

Представляя оси 0х0 и 0v0 правыми, каждую в 
своей системе, имеем правую систему v

0
0u

0
, повер-

нутую на угол –α относительно правой же системы 
x0z.

Знаку «минус» соответствует отсчет угла α от  
оси 0х до оси 0v

0
 в направлении по ходу часовой 

стрелки.
Зависимость между координатами v, u произволь-

ной точки М и координатами х, у этой же точки 

	

x v u v x z

z v u

= −( ) − −( ) = −( ) + −( )
= −( ) + −(

cos sin , cos sin ,

sin cos

α α α α

α α)) = − −( ) + −( ), sin cos .u x zα α

Поскольку sin(–α) = –sinα, cos (–α) = cosα, осталь-
ные функции после перестановки слагаемых приоб-
ретают вид 

	 x u v v x z

z u v u x z

= + = −
= − = +

sin cos , cos sin ,

cos sin , sin cos .

α α α α
α α α α

	 (3)

Вращение обоих плоских координатных систем 
вместе с точкой М вокруг оси 0z обладает следую-
щими свойствами:
•	 координата z точки М в процессе вращения не 

меняется;
•	 не меняются также координаты v и u точки М, 

поскольку эта точка вращается вместе с системой 
v

0
0u

0
;

•	 в процессе вращения, направление движения 
какой-либо точки, расположенной справа от оси 
0z, перпендикулярно плоскости чертежа относи-
тельно наблюдателя. Для точек, расположенных 
слева оси 0z (см. рис. 1), это направление также 
перпендикулярно плоскости чертежа относитель-
но наблюдателя;

•	 координировать точки будем относительно пло-
ской системы v0u, а не относительно нижней 
полости конуса, как это было в случае с верхней 
полостью.
Желая получить в качестве координатного кону-

са v = const две полости конуса, эквидистантных 
конусу-определителю, будем в первоначальном со-
стоянии координировать положение точек относи-
тельно системы v

0
0u

0
. Поскольку зависимости меж-

ду нормальными коническими и декартовыми пря-
моугольными координатами можно получить при 
условии вращения системы v

0
0u

0
 вокруг оси 0z, не-

обходимо так назначить параметр вращения, чтобы 
одному и тому же значению этого параметра отве-
чали оба луча образующей, которая принадлежит 
верхней и нижней полостям конуса-определителя, 
учитывая то, что они принадлежат разным коорди-
натным полуплоскостям.

Таким образом, параметр вращения должен учи-
тывать разницу, равную π, при изменении знака ко-
ординаты х, которая имеет выражение через v и u (3): 

	 x = u sinα + v cosα.	 (4)

Вернемся к рис. 4. Для точек, расположенных в 
первой и в третьей четверти системы v

0
0u

0
, знак вы-

ражения х меняться не будет. Он может варьировать-
ся лишь для точек, принадлежащих второй и четвер-

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 3. 3–11
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той четвертям, поскольку ось 0v проходит именно 
через эти четверти. Изменение знака х эквивалентно 
смене знака выражений u sinα + v cosα или u tgα + v 
(cosα > 0).

Учитывая всё сказанное, параметр вращения дол-
жен иметь вид

	
t

sign utg v
+

− +( ) 1

2

α π
.

Его сущность заключается в том, что для точек 
полупространства х > 0 (u sinα + v cosα > 0, или  
u tgα + v > 0) второе слагаемое равно нулю. Для точек 
х < 0 (u tgα + v < 0) к значению t будет прибавляться π.

С другой стороны, значению t = 0 соответствует 
как луч образующей u > 0, так и другой луч той же 
образующей конуса-определителя u < 0.

Проверим выполнение других условий. Точке М
0
 

соответствуют координаты v
M

, u
M

, t = 0. Точке Мπ, 
полученной поворотом точки ММ

0
 вместе с системой 

v
0
0u

0
 вокруг оси 0z на угол π, соответствуют коорди-

наты в системе vπ0uπ vM
, u

M
, t = π. Координаты v

M
, u

M
 

остались неизменными.
Точке N

0
, симметричной точке М

0
 относительно 

оси v0, соответствуют координаты v
N
 = v

M
, u

N
 = –u

M
, 

t = 0. В результате поворота на угол π она окажется 
в положении Nπ. Координаты Nπ в системе vπ0uπ такие 
же, как и координаты N

0
 в системе v

0
0u

0
.

Наконец, пусть точка Р
0
 ≡ Nπ. К какой из полуо-

сей –u
0
 или –uπ ее относить?

Значение параметра вращения t для этой точки, 
поскольку

 
x u tg vP P P0 0 0

0 0< + <, ,α sign u tg v tP P0 0
1α π+( ) = − =, .

Следовательно, она должна быть отнесена к по-
луоси –uπ. Из рис. 4 видно, что Рπ совпадает с точкой 
N

0
.
Таким образом, функции (1) зависимости прямо-

угольных декартовых координат от нормальных ко-
нических координат в случае их распространения на 
нижнюю полость конуса-определителя с учетом 
уточнения выражения параметра вращения прини-
мают вид

	 x u v t
sign utg v

y u

= ⋅ + ⋅( ) +
− +( )( )











= ⋅ +

sin cos cos ;

sin

α α
α π

α

1

2

vv t
sign utg v

z u v

⋅( ) +
− +( )( )











= ⋅ − ⋅

cos sin ;

cos sin .

α
α π

α α

1

2

	

(5)

Установим достоверность функций (5) конструк-
тивным способом и покажем, что существует пара-

метризация нормальными коническими координа-
тами, которая эквивалентна параметризации (5).

Рис. 5. Параметризация пространства нормальными 
коническими координатами

На рис. 5, а показаны точки М
0
 и N

0
, координация 

которых осуществлялась относительно образующей 
t = 0. Ось 0х

0
 направлена вправо. Слагаемые, входя-

щие в функции (5), показаны на чертеже, что дает 
возможность удостовериться в их корректности.

 
На рис. 5, б показана та же точка Мπ, но коорди-

нированная относительно образующей t = π. Ось 0х, 
которая возвращается вместе с системой z0xy вокруг 
оси 0z, в этом случае направлена влево. Корректность 
функций (5) также подтверждается рис. 5, если при-
нять во внимание другие множители в выражениях 
x и y, которые имеют отрицательные значения.

Перейдем к установлению функций обратной 
зависимости.

Очевидно, для распространения этих функций и 
на нижнюю полость конуса-определителя необхо-
димо назначить знак x выражения. Таким образом, 
эти функции приобретают вид:

	
x y t

x y t

x y t arctg
y

x

x t arctg
y

x

= > ⇒ =

= < ⇒ =

> > ⇒ =

< ⇒ =

0 0
2

0 0
3

2

0 0

0

, ;

, ;

, ;

π

π

++

> < ⇒ = +

= ( ) + + ⋅

=

π

π

α α

;

, ;

u sign x sin cos ;

sign x

x y t arctg
y

x

x y z

v

0 0 2

2 2

(( ) + − ⋅x y z2 2 cos sin .α α

	

(6)
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C eM = + ⋅( ) − =

3 65

3 0 5 3 5 9375 0 82 2 1047
,

, sin , , , .
 

Отталкиваясь от выражения F(t, u, v) = c (c = const), 
решим его относительно v и представим уравнение 
семьи поверхностей уровня в виде

	 v e t C k C
u

M= + − +3 0 5 3, sin ,∆ 	 (8)

∆С =1 — шаг k = –1, 0, 1 — параметр семьи, вклю-
чающей при k = 0 поверхность, проходящую через 
точку М.

На рис. 7 показаны искомые поверхности уровня, 
построенные по уравнению (8). Каждая из поверх-
ностей по отдельности показана на рис. 8.

Интервалы каждой из поверхностей

	  
0 2 3 5≤ ≤ ≤ ≤t uπ, .

 

Рис. 7. Поверхности уровня v e t C k C
u

M= + − +3 0 5 3, sin ∆

скалярного поля F e t v
u

= + −3 0 5 3, sin

с параметрами ∆С = 1; k = –1, 1, 1; α
π

=
2

; С = 2,1047, 
u = 3 ... 5, t = 0 ... 2π.

 

Рис. 8. Поверхности уровня при i = 1, 0, –1

Завершая, сделаем три замечания.
1. Функции (5) и (6) содержат x, y, z, которые 

следует рассматривать как координаты глобальной 
неподвижной системы. Рисунок 6 можно трактовать 
как сечения конуса-определителя любой осевой пло-
скостью. Точки и оси подвижных систем z0x и v0u 
обозначены индексами 0 и π в зависимости от их 
расположения в той или иной координатной полу-
плоскости t = const, составляющих плоскость сечения.

Конструктивная проверка достоверности функций 
(6) представлена на рис. 6, который демонстрирует 
также возможную, эквивалентную (6) координацию 
пространства нормальными коническими коорди-
натами, которая осуществляется отнесением точки 
к той образующей конуса-определителя, которая 
принадлежит противоположной координатной по-
луплоскости t = const.

Рис. 6. Проверка достоверности функций

Покажем на конкретном примере область при-
менения приведенного математического аппарата 
геометрического моделирования произвольно вы-
бранного поля в нормальных конических координатах.

Пример. Определить и построить чертеж поверх-
ности уровня, проходящего через точку М(x = 3,  
y = –1, z = 2), скалярного поля, представленного в 
нормальных конических координатах функцией

	 F e t v
u

= + −3 0 5 3, sin . 	 (7)

Привести чертеж еще поверхностей уровня с ша-
гом ∆С = 1, предшествующей поверхности, прохо-
дящей через точку М, и следующей за ней. Параметр 

α
π

=
4

 конуса-определителя системы.

Решение. По формулам (6) вычисляем конические 
нормальные координаты точки М(x = 3, y = –1, z = 2).

	
t arctg

u

v

= −





+ =

= + + =

= +

1

3
2 5 9375

3 1
4

2
4

3 65

3 1

2 2

2

π

π π

, ;

sin cos , ;

22

4
2

4
0 82cos sin , .

π π
− =

 

Вычисляем значение параметра С
M

 семьи поверх-
ностей уровня при прохождении поверхности через 
точку М.
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2. Получена координация пространства нормаль-
ными коническими координатами: правая — для 
верхней полости конуса-определителя (u > 0), левая — 
для нижней (u < 0). Можно получить правую ориен-
тацию координатной системы для нижней полости, 
но она неизбежно будет левой для верхней. Такое 
положение вытекает из необходимости иметь посто-
янное направление роста u вдоль обоих лучей одной 
и той же образующей конуса-определителя и проти-
воположное направление роста t для этих лучей, 
поскольку они принадлежат разным координатным 
полуплоскостям t = const осевой плоскости.

3. При α = 0 система нормальных конических 
координат превращается в правую систему цилин-
дрических координат с радиальной координатой v, 
осевой u, угловой t.

При α
π

=
2

система нормальных конических ко-

ординат превращается в левую систему цилиндри-
ческих координат с радиальной координатой u, осе-
вой v, угловой t.

Выводы

1.	 Наиболее распространенными адаптациями тео-
рии поля в криволинейных координатах являют-
ся адаптации к их представлению в цилиндриче-
ской системе при прямолинейном источнике,  
в сферической системе — при точечном источни-
ке, в эллипсоидальная системе — при двухточеч-
ном источнике [20].

2.	 Введение новых координатных систем необходи-
мо при распространении области применения 

классических методов теории поля на новые фор-
мы источников (стоков) и граничных поверхностей 
[11; 21; 23].

3.	 Изначально важно было правильно скоордини-
ровать пространство в выбранной конической 
системе координат для того, чтобы в дальнейшем 
получить верные дифференциально-геометриче-
ские характеристики скалярных и векторных по-
лей, изложенных в статье [12].

4.	 Важность правильной координации пространства 
заключается еще и в том, чтобы исключить дву- 
значность при отнесении точек к конусам-опре-
делителям, что, в свою очередь, ведет к возник-
новению разрывов и пересечений полей уровня 
при их визуализации средствами компьютерной 
графики.

5.	 На первый взгляд может показаться, что задача 
определения дифференциально-геометрические 
характеристик скалярных и векторных полей ана-
литическими методами несет на себе печать ретро: 
именно таким кажется возвращение к классическим 
методам в эпоху процветания и применения ком-
пьютерных технологий, быстрого и точного соз-
дания числовых моделей того или иного процес-
са. Такое представление переворачивает причину 
и следствие: именно на классических методах 
базируются методы числовые.

6.	 В дальнейших статьях по данной тематике будут 
представлены примеры расчетов теплопрово-
дностей конических и тороидальных стенок 
теплоизоляционных обшивок (тефлон, рефразил, 
алюминиевых, никелевых и прочих сплавов) 
[22].

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 3. 3–11
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