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Научно-исследовательская 
работа на кафедре «Инженерная 
графика» РТУ МИРЭА 

Аннотация. Привлечение студентов к научной деятельно-
сти – важный этап в становлении будущего ученого. При этом 
основной сложностью является необходимость заинтересовать 
студента. Одним из факторов способных вызвать такую заин-
тересованность является обеспечение духа соревновательно-
сти при первых попытках научной работы. Для этого кафедрой 
инженерной графики РТУ МИРЭА проводятся две секции 
научно-практической конференции студентов и аспирантов 
РТУ МИЭА: «Умный дом» для студентов радиотехнических 
специальностей, где студенты занимаются проектированием 
и реализацией в виде прототипов различных радиотехнических 
приборов и датчиков, и «Начертательная геометрия» для 
студентов всех направлений образования, где студенты пред-
ставляют на суд жюри свои проекты как в области исследо-
ваний академических геометрических знаний, так и в области 
практического применения таковых. Лучшим проектам, пред-
ставленным на секциях, предоставляется возможность высту-
пить на Всероссийском студенческом конкурсе «Инновационные 
разработки», также организованном кафедрой инженерной 
графики в рамках Всероссийской студенческой олимпиады 
по начертательной геометрии, инженерной и компьютерной 
графике. За полгода между этими мероприятиями студенты 
исправляют проект для коррекции замечаний, высказанных 
жюри, а также дорабатывают нереализованные планы в случае 
наличия таковых. Следующим этапом в развитии студентов — 
участников вышеупомянутых конференции и конкурса — 
подготовка на основе проделанной работы научной статьи в 
журналы, индексируемые в РИНЦ. Студент получает опыт 
подготовки публикаций, после чего обычно научная работа 
продолжается, и студент принимает участие в различных 
научных конференциях с докладами, где получает опыт вы-
ступления перед аудиторией и взаимодействия с ней, а также 
под руководством научного руководителя занимается подго-
товкой научной статьи или целого ряда статей в реферируемые 

научные журналы, при этом получая опыт общения с рецен-
зентами и исправления их замечаний по работе. Этот опыт 
дает студенту навык самостоятельности в дальнейшей научной 
работе.

Ключевые слова: квазивращение, геометрические места 
точек, конструктивная геометрия, квазимногогранники, фрак-
талы.
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Scientific Research at the Department of 
Engineering Graphics of the RTU MIREA

Abstract. Involving students in scientific activities is an impor-
tant stage in the development of a future scientist. At the same time, 
the main difficulty is the need to interest the student. One of the 
factors that can generate such interest is to ensure the spirit of 
competition in the first attempts at scientific work. To do this, the 
Department of Engineering Graphics holds two sections in the 
Scientific and practical conference of students and graduate students 
of the RTU MIREA: "Smart Home", for students of radio engi-
neering specialties, where students are engaged in the design and 
implementation of prototypes of various radio engineering devices 
and sensors, and "Descriptive Geometry", for students of all areas 
of education, where they present their projects to the jury both in 
the field of research of academic geometric knowledge, as well as 
in the field of their practical application. The authors of the best 
projects presented in the sections are given the opportunity to speak 
at the All-Russian Student Competition "Innovative Developments", 
which is also organized by the Department of Engineering Graphics 
as part of the All-Russian Student Olympiad for Students in Descriptive 
Geometry, Engineering and Computer Graphics. For half a year 
between these events, students correct the project in accordance 
with the comments made by the jury, and if there are unrealized 
plans, they finalize them. The next stage in the development of 
students — participants of the above-mentioned conference and 
Competition — is the preparation of a scientific article based on 
their work in journals indexed in the RSCI. The student gains 
experience in preparing an articles, after which, as a rule, scientif-
ic work continues, and the student takes part in various scientific 
conferences with reports, where he gains experience in speaking to 
an audience and interacting with it, and also, under the guidance 
of a supervisor, prepares a scientific article or a number of articles 
in peer-reviewed scientific journals, while gaining experience in 
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Введение
В рамках концепции практико-ориентированно-

го обучения кластера «ГЕОМЕТРИАДА» (в широком 
смысле) предлагаются различные мероприятия,  
в том числе научные и научно-практические, которые 
позволяют студентам, обучающимся по индивиду-
альным траекториям (сверхпродвинутый уровень), 
применить на практике приобретенные в ходе гео-
метро-графической подготовки знания, умения и 
навыки.

Научный блок кластера «ГЕОМЕТРИАДА» реша-
ет следующие задачи:
•	 студентам предоставляется возможность под ру-

ководством опытного преподавателя сформули-
ровать задачу, составить план и провести научное 
исследование или выполнить научно-практическую 
разработку;

•	 студентам предоставляется возможность публич-
но защитить свою работу в рамках внутривузовской 
конференции, всероссийских конференций, се-
минаров и конкурсов, международных конферен-
ций;

•	 студентам предоставляется возможность опубли-
ковать результаты своей работы в сборниках тру-
дов конференций, научных журналах, индекси-
руемых в РИНЦ, включенных в список ВАК.
Студентов, участвующие в научных исследовани-

ях и научно-практических разработках, можно раз-
делить на две группы:
1)	 студенты, повышающие уровень своей геоме-

тро-графической и общеинженерной подготовки 
в рамках своей предметной специальности. Такие 
студенты могут параллельно участвовать в олим-
пиадном движении или нет и не планируют впо-
следствии связывать свою профессиональную 
деятельность с геометрическим моделированием, 
конструированием и компьютерной графикой. 
Как правило, такие студенты доводят научные 
исследования и научно-практические разработки 
до некоторой точки, после чего, приобретя полез-
ный опыт публичных выступлений и публикации, 
в дальнейшем полностью посвящают себя пред-
метной деятельности на выпускающих кафедрах;

2)	 студенты, осознавшие свои способности именно 
в области геометрического моделирования, кон-
струирования и компьютерной графики. Такие 

студенты побеждают на олимпиадах высокого 
уровня, а научная и научно-практическая дея-
тельность для них — следующая планка. В этом 
случае комплекс методических систем кластера 
«ГЕОМЕТРИАДА» выполняет профпереориен-
тацию таких студентов, и после окончания обу-
чения по основной специальности они выбирают 
магистратуру и аспирантуру в области геометро-гра-
фической подготовки.
Студенты второй группы являются кадровым ре-

сурсом для графических кафедр и в рамках кластера 
«ГЕОМЕТРИАДА» получают всестороннюю под-
держку — в том числе могут быть направлены в про-
фильную аспирантуру к научным руководителям — 
действующим членам диссертационных советов по 
специальности «2.5.1. Инженерная геометрия и ком-
пьютерная графика».

Научные исследования в области 
прикладной геометрии

Научно-исследовательские работы в рамках кла-
стера «ГЕОМЕТРИАДА» ведутся по пяти темам в 
области прикладной геометрии. Такое большое ко-
личество НИР по геометрии на кафедре инженерной 
графики — исключительная редкость.

Поверхности квазивращения

Основная цель работы — изучить свойства гео-
метрических объектов, полученных при вращении 
образующей произвольной формы вокруг криволи-
нейной оси [52]. Такое геометрическое соответствие 
рассматривается впервые в мире. Ранее рассматри-
валось вращение образующей произвольной формы 
вокруг прямолинейной оси. 

Получен новый способ формообразования цикли-
ческих поверхностей, названный «квазивращением», 
основанный на движении точек образующей линии 
по круговым траекториям, радиус и положение ко-
торых геометрически однообразно соотносятся с 
заданной осью — кривой второго порядка. Предложен-
ный способ обобщает получение некоторых извест-
ных видов циклических поверхностей и даёт возмож-
ность моделировать обширное разнообразие поверх-
ностей новых форм [50; 51].

Разработан единый алгоритм конструктивного 
описания формообразования плоских и простран-
ственных алгебраических кривых высоких порядков, 
относящихся к различным известным классам. 
Конхоиды прямой и окружности, как частный слу-
чай пространственных кривых четвёртого и шесто-
го порядков, а также кривые Персея определяются 
как кривые, лежащие на поверхностях, образован-
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the work. This experience gives the student the skill of independence 
in further scientific work.
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ных предложенным способом «квазивращение»  
[2; 4].

Исследованы свойства четырёхзначного геоме-
трического соответствия, индуцированного квазивра-
щением и представленного в виде совокупности 
четырёх преобразований пространства R2∞. Свойства 
преобразований являются взаимосвязанными и ран-
жируются относительно кривых второго порядка на 
плоскости, дополненной несобственными элемен-
тами [4].

Результаты выполненных исследований обобща-
ют некоторые известные классы алгебраических 
циклических поверхностей от второго до шестого 
порядка и показывают единообразие способа их 
построения. Предложенный подход даёт большое 
разнообразие этих алгебраических форм, которые 
могут быть получены с помощью общего вычисли-
тельного алгоритма [3].

Разработана компьютерная геометрическая мо-
дель формообразования поверхностей квазивраще-
ния, позволяющая получать трёхмерные графики 
циклических поверхностей с возможностью даль-
нейшего приведения их параметров к заранее за-
данным значениям. Алгоритмы, созданные на базе 
аналитического описания соответствия квазивра-
щения, были реализованы в среде системы компью-
терной алгебры Maple и размещены на официальном 
сайте разработчика данного программного обеспе-
чения. Получаемые в Maple трёхмерные графики 
дают представление о разнообразии форм исследу-
емого класса поверхностей (рис. 1). Разработанная 
компьютерная геометрическая модель позволяет 
применять известный арсенал инструментов ана-
литической и дифференциальной геометрии для 
изучения их свойств [2].

Конструктивное описание соответствия квазивра-
щения, выполненное на эпюре Монжа, легло в ос-
нову программного алгоритма, разработанного в 
среде системы геометрического моделирования 
«СИМПЛЕКС». Также в системе «СИМПЛЕКС» 
реализован алгоритм построения плоских сечений 
поверхностей квазивращения плоскостью общего 
положения [46; 47]. Решение задачи выполняется на 
двухпроекционной модели трехмерного пространства. 
Данные алгоритмы позволяют проводить исследо-
вания геометрических свойств плоских сечений по-
верхностей квазивращения [3].

Автоматизированный подход к получению 3D-моде-
лей исследуемых поверхностей позволил разработать 
атлас, включающий более тысячи их изображений 
[3]. Атлас наглядно демонстрирует возможности 
формообразования циклических поверхностей с по-
мощью квазивращения. 

В текстовой части атласа описаны способы ма-
нипуляции параметрами поверхности-прототипа для 
достижения её целевых параметров.

Разработан подход к моделированию крупных 
форм в параметрической архитектуре на базе свойств 
разработанного способа «квазивращение» с исполь-
зованием размещённой в атласе базы изображений 
поверхностей. Атлас поверхностей квазивращения 
содержит всю информацию, необходимую для реа-
лизации предлагаемого подхода к разработке прото-
типов архитектурных сооружений, выполненных в 
стиле параметризма [1] (рис. 2 и 3).

Геометрические места точек

Исследуются геометрические места точек (ГМТ), 
равноудаленные от двух заданных геометрических 
фигур (рис. 4). Предложен метод, дающий возмож-
ность систематизировать геометрические места и 
ключ к их изучению. Получен ряд неизвестных ранее 
поверхностей.

Исследованы 13 пар геометрических фигур,  
а именно: точка и цилиндрическая поверхность, 
плоскость и сфера, две сферы равного и разного 
диаметра, точка и коническая поверхность и др. 
[32–36; 56; 57]. 

Выявлены закономерности образования поверх-
ностей ГМТ, равноудаленных от двух заданных гео-
метрических фигур, определены радиусы, вершины, 
директориальные плоскости полученных поверхно-
стей, выведены их уравнения.

Например, для пары сфера-плоскость установле-
но [57], что ГМТ, равноудаленных от сферы и пло-
скости, являются два соосных софокусных парабо-
лоида вращения. Общие свойства этих параболоидов 
вращения следующие: 1) фокусы всех параболоидов 
находятся в центре сферы; 2) вершины параболоидов 

Рис. 1. Четырёхлистная поверхность для случая квазивращения 
окружности, центр которой совпадает с центром эллиптической оси
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находятся на перпендикуляре, опущенном из цен-
тра сферы на исходную плоскость; 3) направление 
перпендикуляра совпадает с осью вращения пара-
болоидов; 4) расстояние между вершинами парабо-
лоидов равно радиусу сферы R; 5) расстояние n от 
центра сферы до вершины одного из параболоидов.  
Исключение составляет вариант, когда плоскость 

касается сферы. В этом случае вершина параболо-
ида есть точка касания; 6) директориальные пло-
скости параболоидов удалены от исходной плоско-
сти на величину R. 

ГМТ в каждом из четырех вариантов взаимного 
расположения плоскости и сферы являются следу-
ющие поверхности:

Рис. 2. Сравнение изображений мостов: 

слева — фотографии моста Мира, справа — визуализация модели моста, построенной с использованием отсека поверхности квазивращения

Источник: https://wikiway.com/upload/uf/752/most_mira_46.jpg, https://funart.pro/uploads/posts/2021-04/1618766593_56-funart_pro-p-most-mira-tbilisi-
krasivie-mesta-foto-60.jpg

Рис. 3. Концепт свода, созданный на базе отсека поверхности, образованного квазивращением окружности l относительно эллиптической оси ie
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1.	 Исходная плоскость проходит через центр сферы — 
два соосных софокусных разнонаправленных 
симметричных относительно исходной плоскости 
параболоида вращения (рис. 5).
 	  

2.	 Исходная плоскость пересекает сферу. — два со-
осных софокусных разнонаправленных, но не 
симметричных параболоида вращения (рис. 7). 

3.	 Плоскость, касательная к сфере — параболоид 
вращения и прямая, проходящая через точку ка-
сания и центр сферы (рис. 8).	

4.	 Плоскость проходит вне сферы — два соосных 
софокусных однонаправленных параболоида вра-
щения (рис. 8).
Поверхности различных ГМТ могут иметь самое 

разное применение. Одна из поверхностей ГМТ, 
равноудаленных от точки и конической поверхности 
[33], может иметь широкое применение в архитек-
туре и строительстве. Поверхности, равноудаленные 

от двух сфер (планет), должны найти свое исполь-
зование в космонавтике [56]. В учебном процессе 
при преподавании таких графических дисциплин, 
как начертательная геометрия, черчение, компью-
терная графика, должны использоваться и исполь-
зуются задачи с применением геометрических мест. 
Например, в РТУ МИРЭА на университетских олим-
пиадах, московских городских и всероссийских 
студенческих олимпиадах по начертательной гео-
метрии, инженерной и компьютерной графике мно-
гократно были задачи, при решении которых тре-
буется знание или построение геометрических мест 
точек.

Ближайшие перспективы развития данной темы 
исследований заключаются в изучении геометриче-
ских мест точек в соответствии с предложенным 
методом систематизации геометрических мест [32].

Исследование методов конструктивной 
геометрии и применение к решению задач

Конструктивная геометрия — ветвь геометрической 
науки, в которой геометрические объекты не сводят-
ся к совокупности координат и уравнений, а рассмат- 
риваются как предмет исследования [30; 31]. Новые 
геометрические фигуры получаются в результате 
построений, что хорошо согласуется с приемами 
работы в современных геометрических редакторах и 
САПР. Методы конструктивной геометрии достаточ-
но легко алгоритмизируются, что позволяет описы-
вать решение геометрических задач при помощи 
геометрических программ и тем самым автоматизи-
ровать создание компьютерных геометрических мо-
делей, особенно сложных технических кривых и 
поверхностей.

Конструктивная геометрия представляет доста-
точно обширное поле для научных исследований и 
студенческой научной работы (рис. 9). Основные 
направления:

Рис. 4. Геометрические места точек, равноудаленных от точки и прямой

Рис. 5. Плоскость Δ проходит 
через центр сферы Σ

Рис. 6. Плоскость Δ пересекает 
сферу Σ

Рис. 7. Сфера Σ касается 
плоскости Δ

Рис. 8. Плоскость Δ проходит 
вне сферы Σ
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•	 исторические и библиографические исследования, 
а также разработка инструментов систематизации 
и поиска публикаций в области конструктивной 
геометрии. Анализ источников является обяза-
тельным этапом в любой научной работе. Не-
обходимость дополнительных библиографических 
исследований в области конструктивной геометрии 
связана с тем, что большое число научных публи-
каций в настоящее время остается неизвестным 
и малодоступным. Опубликованы три статьи со 
студентами и тезисы трех студенческих докладов 
на международных конференциях [14; 20; 27;  
28; 48];

•	 разработка и применение языка геометрических 
построений [21; 26; 54; 55]. Геометрические про-
граммы могут использоваться многократно с раз-
личными параметрами, в том числе как части при 
решении более сложных задач. В рамках студен-
ческой работы язык геометрических построений 
применяется к решению практических задач, гео- 
метрические алгоритмы могут исследоваться в 
вопросах точности, скорости вычислений и т.п. 
Опубликована одна статья и тезисы четырех сту-
денческих докладов на международных конфе-
ренциях [1; 19; 38; 44; 45];

•	 применение САПР к решению практических задач 
из различных областей: электротехники, физико-хи-
мического анализа (рис. 9, а), визуализации ком-
плексных фигур (рис. 9, б) и др. Опубликованы 
шесть статей со студентами и тезисы одного докла-
да на международной конференции [6–8; 17; 23];

•	 исследование возможностей инструментов САПР, 
проектирование новых инструментов [10; 11; 13; 
18]. Отдельная ветвь исследований посвящена 
развитию теории и практике применения новых 
геометрических инструментов (команд геометри-
ческих редакторов и САПР, кривых, поверхностей, 
геометрических преобразований). В частности, 
показано, что кривые Безье, входящие в состав 
САПР и геометрических редакторов, позволяют 
точно представлять алгебраические кривые 2-го 
и 3-го порядка — квадратичные и кубические 
параболы — и могут применяться при решении 
соответствующих задач. Еще больше возможностей 
у кривых NURBS, входящих в состав многих САПР: 
они могут использоваться для представления лю-
бых алгебраических кривых соответствующего 
порядка. Требуется создание алгоритмов, которые 
позволили бы строить конкретные кривые (на-
пример, кардиоиды), используя для этого кривые 
NURBS. Опубликованы две статьи со студентами 
и тезисы одного студенческого доклада на меж-ду-
народной конференции [7; 25; 41].

Теория фракталов
Фрактальная геометрия занимает особое место, 

вбирая в себя элементы алгебры и геометрии. Фракта-
лы — математические объекты, проявляющие свой-
ство подобия частей целому, — принято делить на 
алгебраические (строятся на основе формул и урав-
нений), геометрические (строятся на основе геоме-
трических построений и преобразований) и стоха-
стические (строятся с применением элемента слу-
чайности) [37; 42].

Совместно со студентами рассмотрено примене-
ние геометрии, в частности многомерной, к созданию 
алгебраических фрактальных изображений для гра-
фического и предметного дизайна (рис. 10):
•	 отдельные изображения строятся как плоские 

сечения многомерного фрактального объекта — 
гиперфрактала (рис. 10, а);

•	 для создания изображений, являющихся переход-
ными между двумя заданными, методом сложения 
комплексных функций создается новый гипер-
фрактал и затем рассекается плоскостями;

•	 плоские фрактальные изображения векторизуют-
ся и переносятся в программу трехмерного моде-
лирования «Компас-3D» для придания им объема 
(рис. 10, б);

•	 строятся фрактальные изображения на поверхно-
сти сферы, пересекающей гиперфрактал в мно-
гомерном пространстве, затем могут быть полу-
чены их проекции и развертки (рис. 10, в).
Также представляет интерес исследование про-

странственных геометрических фракталов (рис. 11). 
Фрактальная геометрия — самый новый и быстро 
развивающийся раздел геометрии, а геометрия про-
странственных фракталов — новейшая ее часть, по-
лучившая развитие только в текущем столетии.

С помощью отечественной программы трехмер-
ного моделирования «Компас-3D» созданы два клас-
са объемных аналогов фракталов — снежинка Коха 
и дерево Пифагора, разработана их первичная клас-
сификация, изучены свойства. Актуальные приклад-
ные задачи:
•	 создание объекта с площадью поверхности, стре-

мящейся к бесконечности, что имеет очень боль-
шое значение для развития химической техноло-
гии: для создания новых катализаторов;

•	 повышение прочностных характеристик изделий 
посредством оптимизации геометрии малонагру-
женных частей деталей. Удается уменьшить мас-
су изделий на 10–20% и более без снижения це-
левых прочностных характеристик. Уменьшение 
массы изделий имеет исключительное значение 
в космической технике, авиации, а также проте-
зировании.
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Рис. 9. Конструктивные геометрические модели: 
а — гиперэпюр и геометрическая схема к построению фазовой диаграммы, б — визуализация пересечения прямой и окружности в мнимых точках,  
в — геометрическая схема, конструктивная модель и 3D-модели архитектурного элемента и луковичного купола
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Рис. 10. Построение фрактальных изображений для графического и предметного дизайна на основе геометрического подхода: 
а — сечения гиперфрактала; б — трехмерная модель в программе «Компас-3D»; в — сферическое сечение гиперфрактала; проекции полушарий и раз-
вертка; г — проекты обложек книг с использованием построенных студентами фрактальных изображений

Рис. 11. Пространственные фракталы (оптимизация прочностных 
характеристик изделия)

Со студентами опубликованы четыре статьи и 
тезисы двух докладов на международных конферен-
циях [9; 15; 16; 24; 43; 49].

Исследования в области тел, ограниченных 
криволинейными поверхностями 
(многопсевдогранников), и геометрических 
ячеек на их основе

История геометрии многогранников — тел, огра-
ниченных отсеками плоскостей, ведет отсчет с за-
рождения самой геометрии. При этом тела, ограни-
ченные отсеками криволинейных поверхностей, 
названные нами «квазимногогранники», изучались 
точечно и не систематично. Тем более не проводил-
ся поиск таких тел, представляющих собой геоме-
трическую ячейку, т.е. элементов, способных запол-
нить своими копиями трехмерное пространство без 
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наложений и пустот. На кафедре были проведены 
исследования по следующим направлениям: 
•	 моделирование квазимногогранников, ограни-

ченных сопрягающимися отсеками гипаров [39];
•	 квазимногогранники — геометрические ячейки [40];
•	 моделирование различных бесконечных криво-

линейно-поверхностых губок [40].

Выводы
В рамках научного блока «Учебно-научный кластер 

“ГЕОМЕТРИАДА”» выполняются пять зарегистри-
рованных научно-исследовательских работ в области 
прикладной геометрии. Изучаются поверхности ква-
зивращения, фракталы, равноудаленные геометри-
ческие места точек, аффинные преобразования и 
методы конструктивной геометрии.

Ежегодно проводятся две секции на научно-прак-
тической конференции студентов и аспирантов РТУ 
МИРЭА — «Умный дом» и «Начертательная геоме-
трия», лучшие работы рекомендуются к участию во 
Всероссийском студенческом конкурсе «Инновацион-
ные разработки».

Ежегодно проводится Всероссийский студенческий 
конкурс «Инновационные разработки». Участие в 
конкурсе — один из этапов подготовки студентов в 
рамках методической системы развития интеллек-
туальных способностей.

В конкурсе «Инновационные разработки» при-
няли участие представители 24 университетов.

Среди 14 лучших работ, победивших на конкурсе 
«Инновационные разработки», половина выполнена 
студентами РТУ МИРЭА.

Ежегодно проводятся научно-методическая кон-
ференция «Проблемы инженерной геометрии» и 
научно-методический семинар «Геометрия и графи-
ка», где наравне с опытными преподавателями и 
ведущими учеными свои научные исследования и 
научно-практические разработки в области геоме-
трического моделирования, конструирования и ком-
пьютерной графики могут представить аспиранты и 
студенты.

Для публикации ведущих научных исследований 
и разработок создан журнал «Геометрия и графика», 
включенный в список ВАК.
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