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Принципы построения 
геометрических моделей 
нанокластеров по 
тетраэдрической линии

Аннотация. В связи с развитием новых методов нанотех-
нологии в статье рассмотрены особенности морфологии на-
нообъектов, предопределяющие актуальность модернизации 
подготовки магистрантов при изучении дисциплин «Нанома-
териаловедение», «Нанотехнология», «Начертательная геоме-
трия, инженерная и компьютерная графика» и «Компьютерное 
моделирование».

В последнее время понятие «кластер» становится актуальным 
в связи с тенденцией развития наноматериалов. Такие нанома-
териалы, полученные с помощью нетрадиционных механизмов 
роста (включая ориентированное сращивание (oriented attachment)) 
чрезвычайно интересны в области электроники, фотоники и 
представляют большой интерес для катализа. 

В статье рассмотрены гомоатомные кластеры, построенные 
из одинаковых структурных единиц. Стремление к минимуму 
энергии выражается в тенденции к плотнейшему расположе-
нию структурных единиц в кластере. Это позволяет утверждать, 
что наиболее устойчивыми будут структуры кластеров, име-
ющие максимальное число связей, приходящихся на одну 
структурную единицу; что кластеры стремятся к квазисфери-
ческой форме (т.е. размеры кластера по трем декартовым осям 
по возможности должны быть близки, при этом образуются 
плотные структуры, поверхность которых минимальна,  
а число связей максимально); что кластеры с более высокой 
симметрией предпочтительнее (одинаковые структурные 
единицы, слагающие каркас кластера, должны стремиться к 
пребыванию в неотличимом друг от друга состоянии и поло-
жении).

В работе применены знания и умения, закладываемые 
студентам в курсе инженерная и компьютерная графика к 
исследованиям закономерностей протекания процессов в 
наномире на примере принципов построения нанокластеров 
по тетраэдрической линии с помощью трехмерного модели-
рования в среде Autodesk 3ds Max. Визуализация и наглядное 
представление геометрических образов нанокластеров позво-
лит избежать примитивно-геометрического представления о 
нанообъектах у студентов и послужит мотивацией к изучению 
других естественнонаучных предметов.

Содержание статьи предназначено специалистам, работа-
ющим в областях нанотехнологии, твердотельной электрони-
ки, микро- и наноэлектроники, микро- и наносистемной 
техники, тонкопленочной сенсорики.

Ключевые слова: трехмерное моделирование, нанокласте-
ры, тетраэдрические кластеры.
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Principles of Constructing Geometric Models 
of Nanoclusters Along a Tetrahedral Line

Abstract. In connection with the development of new methods 
of nanotechnology, the article discusses the features of the mor-
phology of nanoobjects that determine the relevance of the mod-
ernization of the training of undergraduates in the study of the 
disciplines «Nanomaterial Science», «Nanotechnology», «Descriptive 
geometry, engineering and computer graphics» and «Computer 
modeling».

Recently, the concept of «cluster» has become relevant due to 
the trend in the development of nanomaterials. Such nanomateri-
als obtained using unconventional growth mechanisms (including 
oriented attachment) are extremely interesting in the field of elec-
tronics, photonics and are of great interest for catalysis.

The article considers homoatomic clusters constructed from 
identical structural units. The desire to minimize energy is expressed 
in the tendency to the densest arrangement of structural units in 
the cluster. This allows us to assert that cluster structures with the 
maximum number of connections per structural unit will be the 
most stable; that clusters tend to a quasi-spherical shape (i.e., 
cluster sizes along three Cartesian axes should be close if possible, 
while dense structures are formed, the surface of which is minimal, 
and the number of connections is maximum); that clusters with 
higher symmetry are preferable (identical structural units compos-
ing the cluster framework should strive to stay in an indistinguish-
able state and position from each other).

The work applies the knowledge and skills laid down by students 
in the course of engineering and computer graphics to the study of 
the patterns of processes in the nanowire on the example of the 
principles of building nanoclusters along a tetrahedral line using 
three-dimensional modeling in the Autodesk 3ds Max environment. 
Visualization and visual representation of geometric images of 
nanoclusters will allow students to avoid a primitive geometric 
representation of nanoobjects and will serve as motivation to study 
other natural science subjects.

The content of the article is intended for specialists working in the 
fields of nanotechnology, solid-state electronics, micro- and nano-
electronics, micro- and nanosystem technology, thin-film sensors.

Keywords: three-dimensional modeling, nanoclusters, tetrahe-
dral clusters.
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переходы морфологических форм друг в друга в со-
ответствии с принципами минимума энергии.

Современное наноматериаловедение [9; 10; 41–43] 
претерпевает большие изменения, появляется совер-
шенно новый подход, заключающийся в нетрадици-
онных механизмах роста (за счет кластерного соеди-
нения). Методы нетрадиционной кристаллизации 
изучают процессы, над которыми не довлеет свойство 
того, что должны существовать только оси симметрии 
1–4-го, 6-го порядков, и, так как рассматривается 
не бесконечно твёрдое тело, то могут существовать 
и оси 5-го порядка и т.д., поэтому рассматриваются 
энергетические формы, выгодные с учетом различных 
осей. Если раньше рассматривались все вопросы, 
связанные с ростом объектов за счет присоединения 
новых атомов, то теперь больше и больше рассма-
тривается возможность привлечения механизмов 
сращивания и получения мезокристаллов [8; 20; 21].

Интерес к физике кластеров повысился на гране 
второй половины 20 века, при этом появилось само 
слово «кластер» (англ. cluster «скопление, кисть, 
рой») [11; 25; 26]. В последнее время понятие «кла-
стер» [3–7; 35; 36; 44] становится актуальным в свя-
зи с тенденцией развития наноматериалов [17; 18; 
41–43].

Такие наноматериалы, полученные с помощью 
нетрадиционных механизмов роста чрезвычайно 
интересны в области электроники, фотоники и пред-
ставляют большой интерес для катализа. Например, 
новые страницы в области материаловедения термо-
электриков открывает новый класс материалов «фо-
нонное стекло — электронный кристалл» (класс 
веществ, который может проводить электричество 
так же хорошо, как кристаллический проводник,  
а тепло так же плохо, как стекло.

Известно, что нанокластеры и нанокристаллы 
представляют собой наноразмерные комплексы ато-
мов или молекул (структурных единиц). Основное 
различие между ними заключается в характере рас-
положения образующих их атомов или молекул,  
а также химических связей между ними. Нанокластеры 
по степени упорядоченности структуры подразделя-
ются на упорядоченные, иначе называемые магиче-
скими, и неупорядоченные. В магических нанокла-
стерах атомы или молекулы расположены в опреде-
ленном порядке и довольно сильно связаны между 
собой. Благодаря этому обеспечивается сравнитель-
но высокая устойчивость магических нанокластеров, 
их невосприимчивость к внешним воздействиям. 

Особенность упорядоченных (магических [12; 23]) 
нанокластеров состоит в том, что для них характер-
ны не произвольные, а строго определенные, энер-
гетически наиболее выгодные — так называемые 
магические числа структурных единиц (в таблице 

Введение
За последние годы развитие получили нетради-

ционные методы кристаллизации, включая ориен-
тированное сращивание (orieNted attachmeNt) [20; 
24; 34]. Представляет также интерес формирование 
мезокристаллов [20; 21] и мезокристаллов с мине-
ральными мостиками [40].

Во всех этих новых нетрадиционных механизмах 
кристаллизации общим является использование не 
атомов и молекул, а первичных конструкционных 
элементов. Примером применения многоатомных 
первичных элементов является развитие физики 
клатратов, это направление особенно актуально для 
термоэлектрических материалов нового поколения. 
Клатраты для термоэлектричества были предложены 
в 90-х гг. XX в. и получили название «фононное стек-
ло — электронный кристалл». Сущность концепции 
заключается в создании высокопроводящей оболоч-
ки из полых элементов, в заполнении внутреннего 
объема клатрата химически несвязанными атомами, 
обеспечивающими снижение теплопроводности за 
счет рассеяния фононов. Это приводит к увеличению 
коэффициента термоэлектрической эффективности 
[19].

Типичными примерами структур из первичных 
конструкционных элементов являются цеолиты [29].

В последнее время активно изучаются квазикри-
сталлы. В работах [31–33] было показано, что опи-
сание структуры икосаэдрических квазикристаллов 
может быть проведено без использования геометрии 
шестимерного пространства. Модель четырех тел 
Мадисона позволяет построить структуру из четырех 
типов элементарных ячеек при заполнении простран-
ства идентичными копиями элементарных ячеек по 
принципу самоподобия, а не трансляционной инва-
риантности. При этом разработаны алгоритмы рас-
положения атомов на интерфейсе ячеек. Многоячеечный 
подход обсуждается как альтернатива многомерно-
му кристаллографическому описанию икосаэдри-
ческих квазикристаллов. Четыре типа квазиэлемен-
тарных ячеек заполняют пространство без зазоров 
и перекрытий. Каждая ячейка во всей мозаике опре-
деленным образом украшена определенными ато-
мами и связана с триадой: тип, положение и ори-
ентация. 

Можно привести и другие примеры практическо-
го применения в современном наноматериаловедении 
[22; 27–30; 36–39] конструкционных элементов в 
виде полиэдров одного или нескольких типов. 

Из вышеизложенного следует, что актуальной 
задачей, представляющей научный и практический 
интерес, является разработка разделов, связанных с 
образованием полиэдрических нанокристаллов, свя-
зи морфологии нанообъектов с размерами, а также 
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Рассмотрим кластеры, построенные из одинако-
вых структурных единиц. Так как мы будем рассма-
триваем гомоатомные кластеры, то длины связей 
должны быть в идеальном случае равны. Реально при 
изменении длины связи и валентного угла на не-
сколько процентов энергия связи меняется на сотые 
доли процента [8]. Стремление к минимуму энергии 
может выражаться в тенденции к плотнейшему рас-
положению структурных единиц в кластере. Эти 
допущения позволяют сформулировать следующие 
утверждения.

1. Кластеры стремятся к квазисферической форме.
То есть размеры кластера по трем декартовым 

осям по возможности должны быть близки. При этом 
образуются плотные структуры, поверхность которых 
минимальна, а число связей максимально. В класте-
ре может возникать особое, выделенное направление, 
только в анизотропных внешних средах.

2. Кластеры с более высокой симметрией пред-
почтительнее.

Третье допущение сводится к тому, что одинако-
вые структурные единицы, слагающие каркас кла-
стера, должны стремиться к пребыванию в неотли-
чимом друг от друга состоянии и положении. 

Стабильность и геометрическая конфигурация 
кластера являются функцией не только числа слага-
ющих его структурных единиц, но и сорта структур-
ных единиц. Отсюда вытекает следующее важное 
дополнение к третьему допущению, связанное с 
учетом электронного строения структурных единиц, 
слагающих кластер: при данном числе идентичных 
структурных единиц всегда существует конфигурация 
(может быть и не одна), удовлетворяющая требованию 
максимальной симметрии.

 Нужно отметить, что строение и свойства нано-
объектов, а также технологии их применения и 
модификации определяются составом, строением, 
комплексом физических (в том числе квантово-ме-
ханических), химических свойств и закономерностей 
[1].

В настоящей работе применены средства ком-
пьютерной графики [2; 4; 13–16] для визуализации 
и наглядного представления геометрических образов 
нанокластеров, позволяющие избежать примитив-
но-геометрического представления о нанообъектах 
у студентов и служащие мотивацией к изучению 
других естественнонаучных предметов.

Поэтому целью настоящей работы являлось 
наглядное рассмотрение развития построения 
геометрических моделей кластеров по тетраэдри-
ческой линии с применением средств компьютер-
ной графики с помощью трехмерного моделиро-
вания.

числа выделены жирным шрифтом). Как следствие, 
для них характерна немонотонная зависимость их 
свойств от размеров, то есть от числа образующих 
их атомов или молекул. Повышенная стабильность, 
присущая магическим кластерам, обусловлена жестко-
стью их атомной или молекулярной конфигурации, 
которая удовлетворяет требованиям плотной упа-
ковки и соответствует завершенным геометрическим 
формам определенных типов.

Возможно существование различных конфигура-
ций из плотно упакованных структурных единиц. На 
рис. 1 представлены конфигурации нанокластеров 
из N плотноупакованных структурных единиц.

 
Рис. 1. Конфигурации нанокластеров из N плотноупакованных 

структурных единиц: а — тетраэдр (N = 4); б — тригональная бипирамида 
(N = 5) как сочетание двух тетраэдров; в — квадратная пирамида (N = 5); 
г — трипирамида (N = 6), образованная тремя тетраэдрами; д — октаэдр 
(N = 6); е — пентагональная бипирамида (N = 7); ж — звездообразный 
тетраэдр (N = 8) образован пятью тетраэдрами — к каждой из четырех 
граней центрального тетраэдра присоединен еще один тетраэдр; з — 

икосаэдр (N = 13) содержит центральную структурную единицу, окружен-
ный 12 структурными единицами, объединенными в 20 равносторонних 

треугольников, и имеет шесть осей симметрии 5-го порядка.

Простейшей из таких конфигураций, соответству-
ющей наименьшему нанокластеру, состоящему из 
четырех структурных единиц, является тетраэдр  
(рис. 1, а), который входит в качестве составной 
части в другие, более сложные конфигурации. Как 
видно из рис. 1, нанокластеры могут иметь кристал-
лографическую симметрию, для которой характерны 
оси симметрии 5-го порядка.

Это принципиально отличает их от кристаллов, 
структура которых характеризуется наличием кри-
сталлической решетки и может иметь только оси 
симметрии 1-го, 2-го, 3-го, 4-го и 6-го порядков.  
В частности, наименьший устойчивый нанокластер 
с одной осью симметрии 5-го порядка содержит семь 
структурных единиц и имеет форму пентагональной 
бипирамиды (рис. 1, е), следующая устойчивая кон-
фигурация с шестью осями симметрии 5-го поряд- 
ка — нанокластер в форме икосаэдра из 13 структур-
ных единиц (рис. 1, з).

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 3. 12–22
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Рис. 2. Изображение тетраэдра

При достаточно больших размерах «острые» вер-
шины тетраэдра энергетически невыгодны и стре-
мятся к скруглению (усечению), что, помимо того, 
ведет к улучшению (убыванию) изопериметрическо-
го качества конфигурации (отношения площади 
боковой поверхности к объему многогранника).

С помощью системы последовательных усечений 
исходной (базовой) конфигурации можно получить 
все основные изометрические формы многослойных 
кристаллографических кластеров, что приводит к 
понятию системы «магических чисел».

Основным исходным параметром j является чис-
ло структурных единиц на ребре тетраэдра.

N j jj = +( )1

2
1

 
— треугольное число — число 

структурных единиц на грани тетраэдра.

Например, N j jj = = +( ) =3

1

2
1 6.

Число структурных единиц в тетраэдре NT будет 
суммой j треугольных чисел:
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N i ij
T

i

j

=
=

=

= +( )= + +( ) =∑3
1

31

2
1

1

2
2 6 12 10.

Отсекая от всех вершин тетраэдра четыре маленьких 
тетраэдра, содержащих q структурных единиц на ребре 
(должно выполняться условие q j j≤ [ ]2 2, где —  
целая часть числа ), тогда число структурных единиц 
в усеченных кластерах:

	 N i i i i q jj
T

i

j

i

q

= +( ) − +( ) ≤ [ ]
= =
∑ ∑1

2
1 2 1 2

1 1

при .

Например: N i i i ij
T

i

j

i

q

=
=

=

=

=

= +( ) − +( ) = − ⋅ =∑ ∑3
1

3

1

11

2
1 2 1 10 2 2 6.

В таблице представлены результаты расчетов чис-
ла структурных единиц в исходных тетраэдрических 
и различным способом усеченных кластерах.

Построение геометрических моделей 
кластеров по тетраэдрической линии
Весь процесс моделирования в 3ds Max условно 

разбивали на следующие этапы: настройка единиц 
измерения, построение правильного тетраэдра и 
усеченного тетраэдра (с отсечением от всех вершин 
тетраэдра четырех маленьких тетраэдров).

Библиотека объемных тел Extended Primitives 
(«Расширенные примитивы») программы 3ds Max  
(в отличие от других более простых программ) по-
зволяет моделировать платоновские тела и гибко 
управлять последующим формообразованием, в част-
ности правильный тетраэдр, а также усеченные пра-
вильные геометрические формы с применением 
модификатора Edit Poly («Редактировать как много-
угольник»).

Единицы измерения настраивали следующим 
образом: в диалоговом окне Units Setup (Настройка 
единиц измерения) в разделе Display Unit Scale 
(«Отображаемые единицы измерения») отмечали 
вариант Metric («Метрические») из соответствующе-
го выпадающего списка и выбирали Millimeters 
(«Миллиметры»), далее в диалоговом окне System 
Unit Setup («Настройка системной единицы измере-
ния») задавали: 1 Unit = 1,0 Millimeters.

Моделирование тетраэдра в 3ds Max проводили 
из примитива Hedra («Многогранник») из Extended 
Primitives («Расширенных примитивов»). Во вкладке 
Modify («Редактирование») устанавливали следующие 
параметры в области Family Parameters (Параметры 
семейства): P — 1,0; Q — 0,0; Radius (Радиус) — 20.

Полученный правильный тетраэдр усекали сле-
дующим образом: к тетраэдру применяли модифи-
катор Edit Poly («Редактировать как многоугольник»), 
активировали уровень Edge («Ребро») и выделяли все 
ребра объекта. На панели Edges («Ребра») в поле 
Number of Vertices («Количество вершин») вводили 
значение «3» и выполняли команду Insert Vertices 
(«Добавить вершины»). Все новые вершины, обра-
зующие основания малых тетраэдров, объединяли 
между собой с помощью команды Connect («Соеди-
нить»), а оставшиеся вершины малых тетраэдров 
удаляли с помощью команды Remove («Устранить»).

Тетраэдр (рис. 2, тетраэдр — простейший много-
гранник, гранями которого являются четыре треу-
гольника; у тетраэдра 4 грани, 4 вершины и 6 ребер) 
является фрагментом плотнейшей шаровой упаков-
ки, поскольку четвертая структурная единица лежит 
в углублении между плотно сдвинутыми тремя осталь-
ными. 

Правильные тетраэдры не заполняют все про-
странство, поэтому только ими наращивать кластер 
до бесконечности невозможно. Появляются октаэдр 
(рис. 1, д) и квадратные сетки.
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Нужно отметить, что из таблицы видно, что 

N N Nj
T

j
T

j+ += +1 1.

В качестве иллюстрирующего примера на рис. 3 
и 4 представлены изображение геометрической мо-
дели четырехатомного тетраэдрического кластера с 
числом структурных единиц на ребре тетраэдра  
j = 2, числом структурных единиц на гране N

j
 = 3 и 

схематичноее изображение расположения структур-
ных единиц в геометрической модели этого кластера.

 	  	  
             а                                 б
Рис. 3. Изображение геометрической модели четырехатомного тетраэдри-

ческого кластера с числом структурных единиц на ребре тетраэдра j = 2 
(число структурных единиц на гране Nj = 3) (без отсечения при q = 0):

а) прозрачная форма; б) непрозрачная форма

Рис. 4. Схематичное изображение расположения структурных единиц 
в геометрической модели четырехатомного кластера, изображенном 

на рис. 3
	

На рис. 5 и 6 представлены изображение геоме-
трической модели десятиатомного тетраэдрического 
кластера с числом структурных единиц на ребре 
тетраэдра j = 3, числом структурных единиц на гра-
не N

j
 = 6 (без отсечения при q = 0) и схематичноее 

изображение расположения структурных единиц в 
геометрической модели этого кластера.

Таблица

Число структурных единиц в исходных тетраэдрических и различным способом усеченных кластерах

j N
j

N j
T  при значениях q

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1

2 3 4

3 6 10 6

4 10 20 16 4

5 15 35 31 19

6 21 56 52 40 16

6 21 56 52 40 16

7 28 84 80 68 44

8 36 120 116 104 80 40

9 45 165 161 149 125 85

10 55 220 216 204 180 140 80

11 66 286 282 270 246 206 146

12 78 364 360 348 324 284 224 140

13 91 455 439 415 375 315 231

14 105 560 520 480 420 336 224

15 120 680 640 600 540 456 344

16 136 816 736 676 592 480 336

17 153 969 889 829 745 633 489

18 171 1140 1000 916 804 660 480

19 190 1330 1190 1106 994 850 670

20 210 1540 1316 1204 1060 880 660
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Рис. 5. Изображение геометрической модели десятиатомного тетраэдри-
ческого кластера с числом структурных единиц на ребре тетраэдра j = 3 

(число структурных единиц на гране Nj = 6) (без отсечения при q = 0)

Рис. 6. Схематичное изображение расположения структурных единиц 
в геометрической модели десятиатомного кластера, 

изображенном на рис. 5

На рис. 7 и 8 представлены изображение геоме-
трической модели шестиатомного тетраэдрического 
кластера с числом структурных единиц на ребре 
тетраэдра j = 3 с отсечением от всех вершин тетра- 
эдра четырех маленьких тетраэдров, содержащих  
q = 1 структурную единицу на ребре и схематичное 
изображение расположения структурных единиц в 
геометрической модели этого кластера.

 	  

Рис. 7. Изображение геометрической модели шестиатомного 
тетраэдрического кластера с числом структурных единиц на ребре 

тетраэдра j = 3 (с отсечением при q = 1)

Рис. 8. Схематичное изображение расположения структурных единиц 
в геометрической модели шестиатомного кластера, 

изображенном на рис. 7 

На рис. 9 и 10 представлены изображение геоме-
трической модели двадцатиатомного тетраэдриче-
ского кластера с числом структурных единиц на 
ребре тетраэдра j = 4, числом структурных единиц 
на гране N

j
 = 10 (без отсечения при q = 0) и схема-

тичное изображение расположения структурных 
единиц в геометрической модели этого кластера.

 	  
Рис. 9. Изображение геометрической модели двадцатиатомного 

тетраэдрического кластера с числом структурных единиц на ребре 
тетраэдра j = 4 (число структурных единиц на гране Nj = 10) 

(без отсечения при q = 0)

Рис. 10. Схематичное изображение расположения структурных единиц 
в геометрической модели двадцатиатомного кластера, изображенном 

на рис. 9

На рис. 11 и 12 представлены изображение гео-
метрической модели шестнадцатиатомного тетра- 

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 3. 12–22



18

ГЕОМЕТРИЯ И ГРАФИКА № 3. 2022

эдрического кластера с числом структурных единиц 
на ребре тетраэдра j = 4 с отсечением от всех вершин 
тетраэдра четырех маленьких тетраэдров, содержащих 
q = 1 структурную единицу на ребре и схематичное 
изображение расположения структурных единиц в 
геометрической модели этого кластера.

 	  
Рис. 11. Изображение геометрической модели шестнадцатиатомного 
тетраэдрического кластера с числом структурных единиц на ребре 

тетраэдра j = 4 (с отсечением при q = 1)

Рис. 12. Схематичное изображение расположения структурных единиц 
в геометрической модели шестнадцатиатомного кластера, 

изображенном на рис. 11

На рис. 13 представлено изображение геометри-
ческой модели четырехатомного тетраэдрического 

кластера с числом структурных единиц на ребре 
тетраэдра j = 4 с отсечением от всех вершин тетра- 
эдра четырех маленьких тетраэдров, содержащих  
q = 2 структурные единицы на ребре.

 
Рис. 13. Изображение геометрической модели четырехатомного 
тетраэдрического кластера с числом структурных единиц атомов 

на ребре тетраэдра j = 4 (с отсечением при q = 2)

Заключение
Таким образом, были применены знания и умения, 

закладываемые студентам в курсе инженерная и ком-
пьютерная графика к исследованиям геометрических 
закономерностей протекания процессов в наномире 
на примере принципов построения геометрических 
моделей нанокластеров по тетраэдрической линии 
с помощью трехмерного моделирования, что может 
быть использовано для оказания поддержки тради-
ционным методикам обучения, а также для форми-
рования межпредметных связей при изучении дис-
циплин «Наноматериаловедение», «Нанотехнология», 
«Начертательная геометрия, инженерная и компью-
терная графика» и для развития у студентов про-
странственного представления и геометрического 
мышления.
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