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Введение. Одна из современных про-
блем производства – замена старого оборудо-
вания, которое изнашивается, теряя произво-
дительность и стоимость, морально устарева-
ет. Необходимо составить план замены и ре-
монта оборудования на заданный период его 
работы. Такой план – управляемая, оптималь-
ная стратегия за это время.  

Постановка задачи управляемой оптимиза-
ции – наиболее полное и приближенное к ре-
альности описание производственного        
процесса[1]. 

Принцип оптимальности Беллмана в зада-
че динамического программирования в 
наибольшей мере служит обобщенным мате-
матическим описанием таких задач [2, 3, 4]. 
При такой постановке достаточно просто вно-
сить изменения в задачу: в целевую функцию, 
в структуру вектора управления, в ограниче-
ния задачи. 

За основу математической модели иссле-
дования выбрана модель задачи динамическо-
го программирования и составлено функцио-
нальное уравнение.  

Рассмотрим модельный пример классиче-
ской задачи динамического программирова-
ния: оборудование эксплуатируется 5 лет 
(этапы с k=1 по k=5);  состояние системы 
определяет параметр tk – возраст оборудова-
ния; стоимость покупки и замены нового    

оборудования – 40 тыс. руб.; годовой выпуск 
продукции R(tk) – в        стоимостном выраже-
нии;  ежегодные затраты, связанные с содер-
жанием и ремонтом оборудования Z(tk); заме-
ненное оборудование списывается.  

Управление: u1 – решение о сохранении 
оборудования, u2 – оборудование заменяется 
новым.  

Для решения применим функциональное 
уравнение Беллмана: 

Такая постановка задачи дает возможность 
вносить различные модификации.  

На первом шаге предлагается продавать 
замененное оборудование по цене (R(tk)-Z(tk)), 
умноженной на процент (скидку). Например, 
70 % от (R(tk)-Z(tk)). 

Величина (R(tk)-Z(tk)) – ориентир цены 
оборудования, возраст которого – tk, где k – 
номер года или номер этапа в многошаговом 
процессе. 

Для покупки оборудования необходимо 
сделать скидку – продать его по цене              
(R(tk)-Z(tk))p, 0<p<1, p – коэффициент уценки 
при продаже. 

Размер процента скидки при продаже p – 
входная величина в реализуемой программе. 
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Достоинство такой математической модели заключается в возможности модификации задачи. 

На первом шаге предлагается продавать замененное оборудование по цене (R(tk)-Z(tk))p, 0<p<1, 
где p – коэффициент уценки при продаже. Далее, устанавливаемое оборудование может быть не 
новым и приобретенным по цене ((R(tk)-Z(tk))q, 0<q<1, где q – коэффициент уценки при покупке, 
который задается на входе. Оборудование, бывшее в употреблении, дешевле нового, а продажа 
замененного оборудования вносит добавку в прибыль. С учетом этого в вектор управления необ-
ходимо добавить новые компоненты – возраст устанавливаемого оборудования (не нового). 
Структура управления становится более сложной и реалистичной. При многочисленных испыта-
ниях программы эффект «проклятия размерности» не проявляется. Разработано три модифика-
ции задачи о замене оборудования: замененное оборудование выбрасывается; его можно не вы-
брасывать, а продать по цене (Rk(tk)-Zk(tk))p, где p – коэффициент уценки 0<p<1; можно увели-
чить прибыль, если покупать не новое оборудование. В работе рассматривается вариант добавле-
ния в вектор управления еще одной компоненты – «омолаживающий» ремонт оборудования. По-
сле такого ремонта возраст оборудования становится, например, на год меньше. Затраты на ре-
монт берутся из графика зависимости прибыли от стоимости ремонта, который получен из ре-
зультатов прогонов программы. Объединение рассмотренных модификаций в одно целое пред-
ставляет собой математическую модель задачи о замене оборудования, которая положена в осно-
ву программы. 
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Далее устанавливаемое оборудование может 
быть не новым и приобретенным по цене      
((R(tk)-Z(tk))q, 0<q<1. Здесь q – коэффициент 
уценки при покупке и задается на входе. Обо-
рудование, бывшее в употреблении, дешевле 
нового, продажа замененного оборудования 
так же вносит добавку в прибыль. В вектор 
управления необходимо добавить новые ком-
поненты – возраст устанавливаемого оборудо-
вания (не нового). Структура управления ста-
новится более сложной и реалистичной. При 
многочисленных испытаниях программы эф-
фект «проклятия размерности»                          
не проявляется. 

Цель исследования – расширение постав-
ленной задачи динамического программирова-
ния с использованием набора различных мо-
дификаций. 

Условия, материал и методы. Рассмот-
рим функциональное уравнение Беллмана для 
задачи о замене оборудования:  

где u1 – оборудование не меняется, u2 – обору-
дование заменяется на новое, С – стоимость 
замены и покупки нового оборудования, Fk(tk) 
– функция Беллмана – суммарная прибыль, 
полученная начиная с k-го до последнего года 
эксплуатации оборудования, R(tk) – годовой 
выпуск продукции в стоимостном выражении, 
Z(tk) – ежегодные затраты, связанные с содер-
жанием и ремонтом оборудования. Возможны 
три модификации задачи о замене оборудова-
ния. 

1. Замененное можно не выбрасывать, а 
продать по цене (Rk(tk)-Zk(tk))p, где p – коэф-
фициент уценки 0<p<1. 

Функциональное уравнение Беллмана со-
ответственно модифицируется: 

Очевидно, что значение целевой функции 
увеличится. 

2. Можно увеличить прибыль, если поку-
пать не новое оборудование. Например, одно-
летнее u3, двухлетнее u4, трехлетнее u5. Очень 
старое оборудование, в нашем примере воз-
растом более 3-х лет, наверное, покупать не 

стоит, хотя все зависит от значений функций 
Rk(tk), Zk(tk) – производительности и затрат на 
ремонт и обслуживания соответственно, tk – 
возраст оборудования к началу k-го года. 

Уравнение Беллмана примет вид: 
Следует учесть, что компонента C состоит 

из двух слагаемых:  первое (Rk(tk)-Zk(tk))q – 
стоимость покупки не нового оборудования 
возраста tk, или нового плюс продажа старого 
оборудования (Rk(tk)-Zk(tk))p, где p, q – коэф-
фициенты оценки 0<q<1, q<p; второе – стои-
мость установки оборудования. 

Вектор управления (u1, u2, u3, u4, u5) – со-
держит пять компонент. 

3. Возможно добавление еще одной компо-
ненты в вектор управления u6 – 
«омолаживающий» ремонт оборудования. 
После такого ремонта возраст оборудования 
становится, например, на год меньше. Затраты 
на ремонт берутся из графика зависимости 
полученной прибыли от стоимости ремонта, 
построенного по результатам прогонов про-
граммы: Автоматизация расчета оптимально-
го управления заменой, продажей и ремонтом 
оборудования. 

Объединение рассмотренных модифика-
ций в одно целое представляют собой матема-
тическую модель задачи о замене оборудова-
ния, которая положена в основу программы 
автоматизации расчета оптимального управле-
ния заменой, продажей и ремонтом               
оборудования [5]. 

Исходные данные (табл. 1) могут быть взя-
ты, например, из статистических показателей 
работы оборудования на предприятии. Для 
нашего исследования были выбраны тестовые 
величины, полученные в результате несколь-
ких прогонов программы, использование ко-
торых дает возможность наиболее полно рас-
крыть специфику задачи. 

  Время, в течение которого используется 
 оборудование (лет) 

0 1 2 3 4 5 
Годовой выпуск продукции R(t)  
в стоимостном выражении (у.е) 

80 75 65 60 60 55 

Ежегодные затраты Z(t), связанные с  
содержанием и ремонтом оборудования 
(у.е) 

20 25 30 35 45 55 

Таблица 1 – Исходные данные 

Функции Z(t) и R(t) аппроксимированные 
из результатов наблюдений или из законов 
теории надежности, могут быть заданы в ана-
литическом виде.  

Дополнительные данные (табл. 2), опреде-
ляют расширение задачи, по сравнению           

с модельной, с учетом вариативности условий 
установки, продажи старого и покупки нового 
оборудования. 

Период эксплуатации оборудования выби-
рается обычно в интервале 5…10 лет. При 
более длительной работе оно морально      
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Программа автоматизации расчета опти-
мального управления заменой, продажей и 
ремонтом оборудования отработает и другие 
варианты величин указанных                            
коэффициентов [2].  

Затраты на приобретение и установку обо-
рудования могут быть разделены.  

устаревает, сильно изнашивается, накаплива-
ются усталостные эффекты[6].Понижающий 
коэффициент продажи старого оборудования 
считается меньшим, чем для покупки не ново-
го оборудования, что может быть связано, 
например, с предпродажной подготовкой (это 
не абсолютное утверждение).  

Таблица 2  – Дополнительные данные 

Параметр Значение 

Длительность рассматриваемого периода 5 

Затраты, связанные с приобретением и установкой нового оборудования 40 

Возраст оборудования в начале пятилетки 4 

Понижение коэффициента при продаже оборудования (s) 0,3 

Понижение коэффициента при покупке б/у оборудования (b) 0,49 

Стоимость ремонта старого оборудования (работает как на год моложе, г) 15 

Анализ и обсуждение резуьтатов.         
Результатом работы программы служит по-
строение сетевого графа, отражающего вариа-
тивность оптимальных планов управления. В 
функциональном уравнении Беллмана управ-
ление выбирается путем расчета максимума 
целевой функции. Её одинаковые значения 
возможны при разных вариантах управлениях. 
В результате получаются разветвления в 
управляющей стратегии, приводящие к одина-
ковым значениям целевой функции.  

Такое разнообразие вариантов управления 
позволяет проанализировать его стратегию и 
осуществить выбор, учитывая, например, ра-
нее не рассмотренные факторы [7-10]. 

Кроме того, для каждой итерации расчёта 
составляются таблицы условно оптимальных 
решений и системы функциональных уравне-
ний Беллмана [11, 12]. Это позволяет           

контролировать реализацию и отладку вычис-
лительного алгоритма в программе, а также 
изменять структуру входных данных. 

В качестве дополнительного функционала 
в программе, возможно, строить график зави-
симости полученной прибыли от стоимости 
ремонта оборудования, выраженной в услов-
ных единицах. На основе его анализа можно 
определить, при какой стоимости ремонт ра-
ционален, а при какой нет. Такой анализ поз-
воляет определиться с вводом значения вход-
ного параметра «стоимость ремонта», исходя 
из ранее полученных результатов работы про-
граммы [13, 14, 15]. 

Пример результатов работы программы с 
тестовыми параметрами 

В начале работы программы вводятся ис-
ходные и дополнительные данные (интерфейс 
ввода данных см. табл. 1, 2).  

Рис. 3 – Интерфейс вывода в виде сетевой модели 

В результате прогона программы на экран 
так же выводится график зависимости прибы-
ли от стоимости ремонта (рис. 4). Путем его 
анализа можно определить    целесообразность 

«омолаживающего»  ремонта.  
Это актуально только в том случае, если 

цена такого ремонта (оборудование             
становится моложе на 1 год) не превосходит 
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стоимости покупки и установки аналогичного 
по возрасту оборудования. Эта диаграмма ин-
терактивна. При наведении курсора мыши на 
точку на карте появляется информация о воз-
можной прибыли, связанной с ремонтом     

оборудования за такую цену. Кроме того, про-
грамма выводит на экран математическую 
запись функционального уравнения Беллмана, 
что дает возможность следить за логикой вы-
числительного процесса [16, 17].  

Рис. 4 – Зависимость полученной прибыли от стоимости ремонта 

Выводы. Математическое представле-
ние задачи в виде функционального уравнения 
Беллмана облегчает программную реализацию 
алгоритма. Рассмотренная модель позволяет 

проводить ряд модификаций и осуществлять 
их программную реализацию, что дает воз-
можность расширить модель, делая ее более 
реалистичной. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM OF EQUIPMENT REPLACEMENT 

E.G. Filippov, V.V. Koroleva, V.V. Yachmenev, B.G. Ziganshin 

 

Abstract. The study was carr ied out with the aim of solving the problem of replacing equipment and creating a 
mathematical model of the problem of controlled optimization, as the most complete and realistic description of the pro-
duction process. The Bellman principle of optimality was applied in the study, since when solving dynamic programming 
problems, this principle is general. For the solution, the Bellman functional equation was chosen as the initial mathemat 
cal model:  

 
 
 
 
 
The advantage of such a mathematical model is the possibility of modifying the problem. At the first step, it is pro-

posed to sell the replaced equipment at the price (R(tk)-Z(tk))p, 0<p<1, p is the markdown coefficient for the sale. Further, 
the installed equipment may not be new and purchased at a price ((R(tk)-Z(tk))q, 0<q<1. Here q is the discount factor for 
purchase and is set at the input. Not new equipment is cheaper than new and sale of replaced equipment also contributes to 
profits New components must be added to the control vector - the age of the equipment being installed (not new) The con-
trol structure becomes more complex and realistic The effect of the "curse of dimensionality" does not appear during nu-
merous tests of the program Three modifications of the problem have been developed on equipment replacement. Replaced 
equipment is thrown away. You can not throw it away, but sell it at a price (Rk(tk)-Zk(tk))p, where p is a markdown coeffi-
cient 0<p<1. You can increase profits if you buy not new equipment The paper considers the option of adding another 
component to the control vector - "rejuvenating" repair of equipment. After such repair, the age of the equipment becomes, 
for example, one year less. Repairs are taken from the graph of profit earned versus repair cost, which is obtained from the 
results of the program runs. Combining the above modifications into a single whole is a mathematical model of the prob-
lem of replacing equipment, which is the basis of the program. 

Keywords: mathematical model, hardware, dynamic programming, optimization, hardware replacement, Bell-
man's principle of optimality. 
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