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Велароидальные оболочки и 
оболочки велароидального типа

Аннотация. Группа велароидальных поверхностей и поверх-
ностей велароидального типа входит в класс «Поверхности 
переноса». В отличие от поверхностей прямого переноса, ве-
лароидальные поверхности образовываются кривыми пере-
менной кривизны, так, чтобы образуемая поверхность опира-
лась на прямые линии плоского прямоугольного контура.  
В научно-технической литературе описаны и изучены только 
около десятка велароидальных поверхностей. Поверхности 
велароидального типа образовываются тоже кривыми пере-
менной кривизны, но опираются на плоский овальный или 
кольцевой контур. В качестве плоского контура может быть 
принят суперэллипс. Контур может состоять из фрагментов 
двух одинаковых кривых, расположенных симметрично отно-
сительно оси симметрии. В России поверхности велароидаль-
ного типа изучаются пока только в Российском университете 
дружбы народов (Москва). Они пользуются популярностью 
как у геометров-исследователей, так и у студентов – архитек-
торов и строителей, которые считают, что эти формы могут 
быть использованы в рамках параметрической, нелинейной, 
эволюционной и генеративной архитектуры. В статье приво-
дятся сведения со ссылкой на обширный использованный 
библиографический материал о геометрии известных веларо-
идальных поверхностей и поверхностей велароидального типа, 
дается информация о построении и визуализации новых по-
верхностей велароидального типа с овальным плоским кон-
туром в виде суперэллипса, а также с образующим и направ-
ляющим суперэллипсами. Даны сведения по определению 
напряженно-деформируемого состояния тонких оболочек со 
срединными поверхностями в форме рассматриваемых по-
верхностей. Указываются области практического применения 
велароидальных оболочек и оболочек велароидального типа. 
Как показали используемые источники, геометры и инжене-
ры-расчетчики решили практически все вопросы, связанные 
с проектированием этих оболочек. Архитекторы используют 
велароидальные оболочки редко, в основном для перекрытия 
промышленных зданий. Оболочки велароидального типа нашли 
применение только в эскизных проектах и в дипломных ра-
ботах студентов-архитекторов.

Ключевые слова: поверхности переноса, велароидальная 
поверхность, поверхность велароидального типа, тонкая обо-
лочка, вспарушенная плита, устойчивость оболочки, произ-
водственные здания, суперэллипс.
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Velaroidal Shells and Shells of the Velaroidal 
Type 

Abstract. A group of velaroidal surfaces and surfaces of the 
velaroidal type belong to the class of "Translation Surfaces". In 
contrast to the direct translation surfaces, velaroidal surfaces are 
formed by curves of variable curvature so that the formed surface 
rests on straight lines of a flat rectangular contour. Only about a 
dozen velaroidal surfaces have been described and studied in the 
scientific and technical literature. Velaroidal surfaces are also formed 
by curves of variable curvature but supported by a flat oval or cir-
cular contour. A super ellipse can be taken as a flat contour. The 
contour may consist of fragments of two identical curves located 
symmetrically about the axis of symmetry. In Russia velaroidal 
surfaces are studied so far only in the Peoples' Friendship University 
of Russia (RUDN University), Moscow. They are popular with 
both research geometrists and students - architects and builders, 
who believe that these shapes can be used within parametric, non-
linear, evolutionary and generative architecture. The article provides 
information with reference to the extensive used bibliographic 
material on the geometry of known velaroidal surfaces and surfac-
es of the velaroidal type. Information on the construction and 
visualization of new velaroidal surfaces with an oval flat contour as 
a super ellipse, as well as with a frame and a guide super ellipse. 
The data on determination of the stress-strain state of thin shells 
with median surfaces in the form of the surfaces under considera-
tion is given. The fields of practical application of velaroidal shells 
and velaroidal shells are indicated. As shown in the sources used, 
geometers and calculation engineers have solved almost all the 
issues related to the design of these shells. Architects use velaroidal 
shells rarely, mostly to cover industrial buildings. Enclosures of 
velaroidal type have been used only in draft designs and in diplom 
works of architecture students. 

Keywords: translation surfaces, velaroidal surface, velaroidal 
type surface, thin shell, fluffed plate, shell stability, industrial build-
ings, superellipse.

НАУЧНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ГЕОМЕТРИИ

Введение
Поверхности переноса (translation surfaces) — это 

поверхности, образованные параллельным переносом 
кривой одного направления так, что определенная 
ее точка скользит по другой кривой. Поверхности 
переноса можно разделить на поверхности прямого 
переноса и поверхности диагонального переноса.  
В некоторых работах, в ущерб определению поверх-
ностей переноса, к этому классу причисляют и ве-
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Рис. 4. Поверхность диагонального переноса
 на плоском неподвижном контуре

В настоящей статье будут рассматриваться только 
поверхности на прямоугольном и кольцевом планах.

Геометрические исследования 
велароидальных поверхностей 
и поверхностей велароидального типа

В настоящее время широко известны три типа 
велароидальных поверхностей:

параболический велароид:
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где a, b — полупролеты поверхности в направлении 
координатных осей x, y, соответственно, с — стрела 
подъема поверхности в ее центре;

эллиптический велароид:
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где a — полупролеты поверхности в направлении 
координатных осей x, y; (f – с) — стрела подъема 
поверхности в ее центре;

синусоидальный велароид:
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где a, b — размеры плоского прямоугольного конту-
ра в плане.

Рис. 5. Синусоидальная поверхность велароидального типа [10]

лароидальные поверхности [15]. Таким образом, 
велароидальной поверхностью называется поверхность 
переноса на плоском прямоугольном плане с обра-
зующей кривой переменной кривизны (рис. 1).  
В некоторых зарубежных статьях велароидальную 
поверхность называют фуникулярной поверхностью 
(funicular surface) [33]. В технической литературе 
иногда встречается термин «вспарушенная оболочка» 
[2; 14] или «вспарушенная плита» [18] на плоском 
прямоугольном контуре. По-видимому, так некото-
рые авторы называют велароидальную оболочку, т.е. 
оболочку со срединной велароидальной поверхностью. 

Рис. 1. Велароидальная поверхность [10]

В работе [10] впервые предложено называть по-
верхность переноса на плоском кольцевом плане с 
образующей кривой переменной кривизны поверх-
ностью велароидального типа (рис. 2). Учитывая, что 
поверхности велароидального типа строятся на пло-
ском контуре, к этой группе поверхностей можно 
отнести и поверхности переноса с конгруэнтными об-
разующими и направляющими кривыми с плоским опор-
ным контуром (рис. 3) [12], а также поверхности ди-
агонального переноса на плоском неподвижном конту-
ре (рис. 4).

Рис. 2. Поверхность велароидального типа на кольцевом плане [10]

Рис. 3. Поверхность переноса с конгруэнтными образующими и направля-
ющими кривыми с плоским опорным контуром
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Менее известна группа из шести недавно введен-
ных в практику велароидальных поверхностей, за-
даваемая двумя семействами ортогональных образу-
ющих кривых [12]:

	 z h x a z h y b
p q s t

= − ( )  = − ( ) 1 1
1 1

, ,

где p = q = s = t = 1); p = s = 4, q = t = 2; p = s = 10, 
q = t = 2; p = 1; 

 q = 2, s = 1, t = 1; p = s = 1, q = t = 2; p = 1, q = 2, 
s = 1, t = 2.

Еще одна велароидальная поверхность переноса 
на плоском прямоугольном плане с образующей 
кривой переменной кривизны в форме цепной линии 
рассматривается в статье [35].

Параметрические уравнения синусоидальной по-
верхности велароидального типа приведены в рабо-
те [30]:

	 x = x(r, α) = rcosα, y = y(r, α) = rsinα, 
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где r
0
 ≤ r ≤ R, 0 ≤ α ≤ 2π, a = (R – r

0
)/4, r = const — 

криволинейные координатные линии на поверхности, 
которые проектируются на горизонтальную плоскость 
в концентрические окружности. Согласно приведен-
ным уравнениям (1) имеем, что контурные линии с 
z = 0 будут при cosnα = 1, т.е. при nα = 2mπ, или  
α

k
 = 2mπ/n, 0 ≤ α ≤ α

k
 — одна ячейка поверхности. 

На рис. 5 показана рассматриваемая поверхность с 
n = 3, R = 4 м, r

0
 = 2 м; B = 1 м, с = 0.

Таким образом, методика образования и анали-
тического задания велароидальной поверхности 
на прямоугольном плоском контуре хорошо раз-
работана и проиллюстрирована на конкретных 
примерах. Поверхность велароидального типа на 
кольцевом плоском контуре пока проиллюстриро-
вана только на примере синусоидальной поверх-
ности велароидального типа (1), но в различной 
модификации, т.е. с r = 0 и r равна произвольному 
значению, а также n равно произвольному числу 
(рис. 5). 

Поверхности велароидального типа 
с тремя заданными суперэллипсами 
в трех координатных плоскостях

При внимательном рассмотрении форм некоторых 
корпусов речных или морских судов можно предпо-
ложить, что они также представляют собой поверх-
ности велароидального типа с плоским контуром 

(ватерлиния — кривая 1) и двумя другими плоскими 
кривыми (мидельшпангоут — кривая 2, килевая ли-
ния — кривая 3) в координатных плоскостях yOz и 
xOz соответственно (рис. 6). В работах [29; 31] пред-
лагается задавать плоские кривые главного каркаса 
поверхности корпуса судна в виде:

кривая 1 в координатной плоскости z = 0: 
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кривая 2 в координатной плоскости x = 0:
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кривая 3 в координатной плоскости y = 0:
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где для выпуклых кривых r, t, n, m, s, k > 1; для во-
гнутых кривых r, t, n, m, s, k < 1. Плоские кривые 
(2)–(4) при r = t, n = m, s = k называют суперэллип-
сами [36], которые при определенных условиях вы-
рождаются в кривые Ламе [29].

                           а                                              б

Рис. 6. Главный каркас судовой поверхности (а) и поверхность 
велароидального типа с заданным главным каркасом (б)

Используя методику, изложенную в работах [29; 
31], и задаваясь заранее константами W, T, L, r, t, n, 
m, s и k, можно получить явные уравнения алгебра-
ических поверхностей велароидального типа с глав-
ным каркасом (2)–(4). Несомненно, эти поверхности 
могут представить определенный интерес для стро-
ительной отрасли. Наличие постоянных геометри-
ческих параметров (T — стрела подъёма оболочки, 
2L — длина срединной поверхности оболочки,  
2W — её ширина) и постоянных показателей степе-
ней k, s, n, m, r, t в формулах (2)–(4) дает возможность 
получать большое количество форм поверхностей на 
плоском контуре (2). Образующий суперэллипс (3) 
при своем движении по направляющему суперэл-
липсу (4) будет непрерывно менять кривизну в каждой 
точке образующей кривой. Чем больше будут значе-
ния показателей степеней r = t, тем ближе будет 
опорная кривая (2) к прямоугольнику 2W × 2L. 
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Применение велароидальных оболочек 
и оболочек велароидального типа 
в проектах и реальных сооружениях

Велароидальные поверхности в России, в отличие 
от стран Западной Европы и Америки [21; 26; 32], 
не пользовались большой популярностью до 1955 г., 
за исключением параболического велароида, форма 
которого передана перекрытию «Дарбази» [3; 18]. 
Это название произошло от названия древнегрузин-
ского перекрытия. За рубежом железобетонные ве-
лароидальные оболочки были особенно популярны 
в 1950–1970 гг. [22].

Рис. 7. Оболочки Г. Ислера в форме «мыльного пузыря»

Рис. 8. Пологое железобетонное покрытие 
Некрасовского (Мальцевского) рынка, СПб.

Оболочки Г. Ислера (Heinz Isler), называемые 
bubble shells, по-видимому, являются велароидальны-
ми оболочками с образующими цепными линиями 
(рис. 7). По всему миру их построено большое число. 
Последняя оболочка была возведена в 2009 г. Эти 
оболочки используются для перекрытия коммерческих 
и промышленных зданий [19]. 

Из реально возведенных сооружений в форме 
велароида можно указать на пологое железобетонное 
перекрытие Некрасовского (Мальцевского) рынка 
на плоском квадратном плане 54 × 54 м в Санкт-
Петербурге, рынок открыт осенью 1960 г. (рис. 8). 
Это был первый опыт возведения велароидальных 
оболочек в России. В статье [23] упоминается по-
крытие культурного центра в Мускате, Оман. Оно 
названо самой интересной велароидальной оболоч-

кой последнего времени. Запроектирована оболочка 
фирмой Architecture-Studio Architects, Париж.

В работе [9] предлагается применение веларои-
дальной оболочки для перекрытия танцевального 
зала прямоугольной формы. Срединная поверхность 
оболочки переноса запроектирована с образующей 
синусоидальной кривой в форме одной волны. Оболочка 
плавно переходит в плоское перекрытие над другими 
помещениями. Несколько примеров, предлагаемых 
к внедрению велароидальных оболочек, рассматри-
ваются в статье [7]. С начала XXI в. в связи с разви-
тием численных методов расчета оболочек интерес 
к проектированию велароидальных оболочек стал 
увеличиваться [9].

Описания построенных сооружений в форме по-
верхностей велароидального типа на кольцевом пла-
не в научно-технической литературе не обнаружено. 
Однако эти поверхности привлекают внимание мо-
лодых архитекторов (рис. 9 и 10) [13], поэтому в 
недалеком будущем возможно появление оболочек 
велароидального типа в нашей стране. 

Рис. 9. Спортивное сооружение в форме поверхности велароидального 
типа на кольцевом плане. Из магистерской диссертации В.И. Непорады 

[17], РУДН

Рис. 10. Легкий навес в форме поверхности велароидального типа 
на кольцевом плане с внутренним радиусом, равным нулю. 
Из работы студентки бакалавриата Алборовой Л.А., РУДН

Тонкостенные металлические оболочки веларо-
идального типа нашли применение в судостроении 
в качестве носовой и кормовой частей теоретической 
обшивки корпусов судов [31]. Определив наиболее 
оптимальную форму поверхности велароидального 
типа корпуса судна, меняя постоянные параметры 
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кривых (2)–(4) каркаса, приступают к её аппрокси-
мации кусками торсовой (развертывающейся) по-
верхности. 

Расчет на прочность и устойчивость 
велароидальных оболочек и оболочек 
велароидального типа

Для расчета эллиптического велароида на ква-
дратном плане в статье [30] применялась упрощенная 
безмоментная теория расчета оболочек. Оболочку 
предполагалось использовать как покрытие промыш-
ленного здания. Параболический велароид на пря-
моугольном плане, подверженный действию нор-
мального давления, изучался в статье [27] в линейной 
постановке. Применялись дифференциальные урав-
нения В.З. Власова в перемещениях для пологих 
оболочек. Для расчета была составлена компьютер-
ная программа. Полученные результаты сравнивались 
с экспериментальными данными и численными ре-
зультатами других авторов. Результаты дали хорошее 
совпадение.

Задача всё более точного определения напряжен-
но-деформированного состояния велароидальных 
оболочек ставилась перед проектировщиками в свя-
зи с увеличением интереса к этим оболочкам. Например, 
для расчета параболической велароидальной оболоч-
ки в статье [20] использованы дифференциальные 
уравнения Власова — Маркверра (Vlasov — Marquerre 
differential equations). Функции напряжений задавались 
в полиномах и использовалась методика вариацион-
ного исчисления. Для проверки полученных теоре-
тических результатов проводились эксперименты на 
модели цементной оболочки.

Вариационно-разностный метод использован в 
статье [28] для расчета пологого и непологого пара-
болических велароидов, опертых по четырем углам. 
Оболочки имеют плоский контур 20 × 20 м, толщи-
ну 8 см. 

Расчет на прочность и устойчивость оболочечных 
структур значительно упростился с появлением ти-
повых компьютерных программ. Сейчас проекти-
ровщики имеют большой выбор этих программ, 
поэтому расчет на прочность и устойчивость вела-
роидальных оболочек и оболочек велароидального 
типа не должен вызывать особых трудностей.

Впервые методика определения напряженно-де-
формированного состояния тонкой синусоидальной 
оболочки велароидального типа (см. рис. 2) с помо-
щью программы «Лира-9» предложена в работе [30]. 

В статье [35] сделана попытка выяснить какая из 
четырех рассмотренных в статье велароидальных 
оболочек на квадратном плане с разными образую-
щими кривыми наиболее выгодна при действии ста-

тической нагрузки типа собственного веса. Оказалось, 
что оболочки с цепными образующими кривыми — 
наиболее рациональны.

Имеются исследования по устойчивости синусо-
идальных оболочек на кольцевом плане велароидаль-
ного типа (см. рис. 2). Первой работой, посвященной 
этой теме, стала статья С.Л. Шамбиной [34], которая 
изучала потерю устойчивости оболочки, находящей-
ся под действием нагрузки типа собственного веса. 
Затем исследование проблем потери устойчивости в 
нелинейной постановке для этого типа оболочек 
были продолжены в работе [24]. В статье [25] рас-
смотрена синусоидальная оболочка велароидально-
го типа с особой точкой в центре (рис. 11).

Рис. 11. Синусоидальная оболочка велароидального типа на кольцевом 
плане с внутренним радиусом, равным нулю [10]

Задача определения параметров напряженно-де-
формированного состояния рассматриваемых обо-
лочек усложняется, так как все известные срединные 
поверхности этих оболочек задаются в неортогональ-
ной несопряженной системе криволинейных коор-
динат [4], поэтому применение аналитических ме-
тодов расчета велароидальных оболочек и оболочек 
велароидального типа невозможно за исключением 
расчета оболочек по приближенной безмоментной 
теории [30] и расчета некоторых пологих веларои-
дальных оболочек на прямоугольном плане [27].

Заключение
Согласно приведенному списку использованной 

литературы можно сделать вывод, что велароидаль-
ные оболочки и оболочки велароидального типа 
пользуются популярностью у геометров и исследо-
вателей-расчетчиков, в меньшей степени — у архи-
текторов. Несмотря на то что эти оболочки строить 
сложнее, чем оболочки прямого переноса, которых 
в мире возведено намного более сотни, есть надежда, 
что архитекторы обратят на них более пристальное 
внимание. Например, возможно использование пнев-
матической воздухоопорной оболочки в форме ве-
лароидальной поверхности. В этом случае легко ре-
шается узел крепления нижнего плоского силового 
пояса мягкой оболочки к плоскому основанию [8]. 
Архитектор Л.А. Алборова в своей статье [1] полага-
ет, что центр по изучению велароидальных оболочек 
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лочки легко поддаются геометрическому моделиро-
ванию (см. рис. 7 и 8) [5] и могут быть приняты к 
рассмотрению в некоторых учебных дисциплинах по 
геометрии и графике [6; 16].

и оболочек велароидального типа переместился в 
Инженерную академию РУДН. 

Как показал опыт работы со студентами-строи-
телями и архитекторами [11], рассматриваемые обо-
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