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Исследуются решения задачи восстановле-
ния зависимостей методом построения функции 
регрессии, методом наименьших квадратов. Рас-
сматривается оценивание параметров акустических 
сигналов методами параметрической оптимизации. 
Рассматриваются методы регуляризации при реше-
нии некорректных задач  восстановления зависимо-

стей линейной регрессии. Исследуются вопросы 
идентификации процессов и аппроксимации.  
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REGRESSION FUNCTIONS AND LEAST-SQUARES METHOD IN PROBLEMS  

OF PARAMETRIC MODELING IN INFORMATION EXCHANGE SYSTEMS  
BY ACOUSTIC SIGNALS  

 
This paper reports the solution investigations of 

dependencies recovery problems through the method of 
regression function formations with the least-squares 
method. The assessment of acoustic signal parameters 
by methods of parametric optimization is considered. 
Regulation methods at the solution of ill-conditioned 
problems of linear regression dependences recovery are 
under consideration. The identification problems of 
processes and approximation are under investigation. 
The investigation object is acoustic signals. The pur-
pose of the work consists in the development of a sig-
nal parametric model and also in that of algorithms for 
the identification and assessment of processes against a 
background of interference.           

 Dependences recovery by methods of a linear 
regression and also belongs to the class of ill-
conditioned problems. The incorrectness of a linear 
regression is explained by a possible growth of an error 

in continuous metrics, despite the fact that in a discrete 
metrics an error tends to zero.  

A peculiarity of the generalization, based on the 
method of regression and least squares, consists in the 
realization of operators manifesting discrete data in the 
space of continuous or piecewise-continuous functions.  

The obtained results on the development of me-
thods and algorithms, directed on the recovery of 
smooth functions according to discrete data, open po-
tentialities for the solution of problems of local 
processing and smoothing both stationary signals and 
non-stationary ones, the problems of the analysis of 
acoustic signals and speech dynamics, problems of the 
analysis of multi-extreme dependences.  

Key words: acoustic signals, linear regression, 
non-linear regression, least-squares method, parametric 
modeling, loss quadratic function. 

 
          Введение 

Оценка параметров акустических 
сигналов и помех основывается на эмпи-
рических результатах измерений, полу-
ченных из эксперимента [1]. Известен ряд 

методов получения таких оценок. К ним 
относятся параметрические и непарамет-
рические, прямые и косвенные методы.

  
          Алгоритмы идентификации в исследованиях временных рядов и в оценивании 
процессов на фоне почти произвольных помех 

Как известно, функция регрессии, ко-
торая зависит от некоторого числа пара-
метров, может рассматриваться как ото-

бражение одного пространства перемен-
ных в другое [2 - 4]. При этом задача по-
строения функции регрессии заключается 
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в нахождении ее неизвестных параметров. 
Без ограничения общности эта функция 
может быть записана в виде 
         ),()( θϕ= xxy , nRx∈ , mR∈θ , Ry∈ .  

Обобщение задачи на случай, когда 
пространство зависимых переменных яв-
ляется многомерным, то есть qRy∈ , осо-
бых затруднений не вызывает. 

На практике чаще всего используется 
линейная регрессия с функцией 

         θφ=ϕθ=θϕ= ∑
=

)()(),()(
1

xxxxy Tm

k
kk . (1) 

Здесь )(xkϕ , mk ,,1= , образуют 
систему линейно независимых функций. 
Вектор ( )Tm xxx )(,),()( 1 ϕϕ=φ  , 

( )Tmθθ=θ ,,1  . Известна также и квази-
линейная регрессия [5], описываемая 
функцией                                                                                 

( )θϕ= ),()( xgxy ,  
где функция )(yg  удовлетворяет необхо-
димым условиям дифференцируемости. 

Параметры  mθθ ,,1   находятся в ре-
зультате минимизации некоторой функ-
ции, заданной на дискретном множестве 
наблюдений. Эту задачу можно записать в 
виде                                             

( )( ) min,,1,,, →=θϕ mkxyQ kk  . 
Обычно эта задача дополняется ря-

дом ограничений, вытекающих из условий 
задачи или обеспечивающих ее корректное 
и робастное решение. При этом приходит-
ся иметь дело с задачей условной миними-
зации.  

В дальнейшем в качестве независи-
мой переменной будет, как правило, вы-
ступать одномерная переменная – время. 
Соответственно и базисные функции 

)(xkϕ  будут зависеть от одной перемен-
ной. 

В задачах линейной и квазилинейной 
регрессии часто используется квадратич-
ная функция потерь 

 

                             ( )( )∑
=

θϕ−=θ
N

j
jj xyQ

1

2
,)(  или ( )( )( )∑

=
θϕ−=θ

N

j
jj xgyQ

1

2
,)( .  

Минимизация подобных функций со-
ставляет содержание метода наименьших 
квадратов. 

Метод наименьших квадратов и ли-
нейная регрессия применяются в адаптив-
ных и обучающихся системах, алгоритмах 
идентификации, при анализе временных 
рядов и оценивании процессов на фоне 
почти произвольных помех [5; 6]. Во всех 
указанных областях наблюдаемый сигнал 

)(ty  рассматривается, как правило, в виде 
аддитивной смеси оцениваемого сигнала 

)(tx и случайной помехи или шума )(tn :                                                                                
)()()( tntxty += .  

Оценка сигнала при этом представля-
ется многочленом (1) по системе линейно 
независимых базисных функций { }m

k t 1)(ϕ :                                                                 

)()()(ˆ
1

tttx Tm

k
kk ϕ=ϕθ= ∑

=
θ .  

Если оценке подлежит векторный 
сигнал размерности p , то есть вектор 

( )Tp txtxt )(,),()( 1 =x , то его оценку мож-
но записать в виде                                                                          

)()(ˆ tt Tϕ= Θx .  
Вектор наблюдаемых данных при 

этом можно аппроксимировать выражени-
ем 
                                                                 

)()()(ˆ ttt T nΘy +ϕ= ,  
где )(tn  – вектор помехи, а Θ – матрица 
коэффициентов многочленов: 





















θθ

θθ
θθ

=

mpm

p

p









1

221

111

Θ . 

Вектор ошибки аппроксимации мож-
но записать в виде 

)()()()(ˆ)( ttttt T yΘyyd −ϕ=−= . 
Его норма определяется выражением 

21
)()(),()()( ttttt TT yΘyΘd −ϕ−ϕ= . 
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Отсюда следует, что задача аппрок-
симации заключается в нахождении мат-
рицы Θ̂  коэффициентов, обеспечивающей 
минимальное значение нормы ошибки на 
интервале T . Используя интеграл Стилть-

еса, усредненное на указанном интервале 
значение ошибки можно записать в виде 
выражения, справедливого как для непре-
рывного, так и для дискретного сигнала:

 
                                                )()()(),()()( dtttttg

T

TT
T µ−ϕ−ϕ= ∫ yΘyΘΘ .  

Для дискретного сигнала это выражение принимает вид 
                                            ∑

∈
−ϕ−ϕ=

Tt
kk

T
kk

T
T

k

ttttg )()(),()()( yΘyΘΘ . (2) 

Тогда оценку матрицы параметров 
можно получить в результате минимиза-
ции функции (2): 

)(minargˆ ΘΘ
Θ

Tg= . 

Следует отметить, что в принципе 
возможна и минимаксная оценка парамет-
ров: 

)(minminˆ t
Tt

dΘ
Θ ∈

= . 

В целях обеспечения робастности за-
дачи минимизации, то есть для снижения 
чувствительности решений к большим 
ошибкам измерения, рекомендуется при-
менение квазилинейной регрессии 

                                                  ( )( ) ( )( ) ( )( )( )∑ ∑
= =

ψ −ϕψ=
r

j

p

k
k

j
k

jT
j tyttxg

0 0
θ ,  

где в качестве функций  )(xjψ могут вы-
ступать функции Хьюбера, Мешалкина и 
Демиденко [7], определяемые соответст-
венно как 

2

2

,
( ) ,

2 ,H

x x c
x

c x c x c
ψ

 ≤=  − >
 

0,11)( 22
>λ






 −

λ
=ψ λ− x

M ex , 

0,)( 2

2
>

+
=ψ c

cx
xxD . 

Оценивание параметров функций 
регрессии осуществляется фактически ме-
тодами параметрической оптимизации [7; 
8]. Похожим способом в ряде случаев 

можно решить и задачу идентификации 
оператора )(θA системы. Пусть, например, 
наблюдаемые данные )(ty  описываются 
выражением 

)()()()( tntxAty += θ . 
Здесь, как и выше, шумы измерения 

обозначены как )(tn , а θ  – вектор оцени-
ваемых параметров. 

Критерий качества можно задать вы-
ражением

 
                                                    )()()()(),()()()( dttytxAtytxAg

T
T µ−−= ∫ θθθ .  

При этом параметры находятся в ре-
зультате его минимизации. В случае сис-
тем с переменными параметрами оператор 

)(θA может зависеть от ряда функций 

)(tT
kϕθ , то есть иметь вид 

( ) ( )( )qktAA T
k ,,1, =ϕ= θθ .

 
          Методы регуляризации при решении некорректных задач восстановления зави-
симостей линейной регрессии 

По своему определению функции 
регрессии – это функции непрерывного 
времени, независимо от характера наблю-

даемых данных. Если последние имеют 
дискретный характер, то на интервалах 
между выборками поведение функции рег-
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рессии может оказаться неконтролируе-
мым. Решение этой проблемы достигается 
применением соответствующего регуляри-
зирующего функционала, определенного 
на всей временной оси. Регуляризирую-
щими свойствами обладают, например, 
частотные и интегральные характеристики 
функций на соответствующих конечных 
интервалах. Так, регуляризацию можно 
обеспечить ограничениями на энергетиче-
ский спектр восстановленного сигнала в 
области высоких частот и форму сигнала в 
целом. 

Если преобразование Фурье взве-
шенной функции )(tx  с весом  

[ ]
[ ]




∉α
∈α

=
212

211

,,
,,

)(
TTt
TTt

tw ,  

где  10 21 ≤α≤α≤ , обозначить как 

( ) ( ) ( ) dtetxtwx tj
w

ω−
∞

∞−
∫=ω~ , 

то соответствующий функционал в час-
тотной области можно записать в виде 

( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ωωω=ω dxWxG wwW

2~~ , 

где весовая функция в частотной области 
удовлетворяет условию 

( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ωωω=ω dxWxG wwW

2~~ . 

При аппроксимации с помощью 
всплесков в качестве ограничивающей 
функции можно воспользоваться высоко-
частотной частью разложения 

)(, tx nk
jn k

nk ψψ∑ ∑
∞

=

∞

−∞=
, 

записав эту функцию в виде 

∫ ∑ ∑
∞

∞−

∞

=

∞

−∞=
ψψ= dttxtwg nk

jn k
nkw

2

)(,)( . 

Регуляризацию можно обеспечить и с 
помощью ограничений, налагаемых на ин-
тегро-дифференциальные характеристики 
функций регрессии в пределах соответст-
вующих интервалов: 

( )( ) ( ) ( )( )∫ ∑ 









+=

=

b

a

r

j

j
j dttxdtxdtxH

1

22
0 , 

где jd – некоторые коэффициенты. Подоб-
ное выражение используется, например, 
при оценке качества систем автоматиче-
ского регулирования. 

Смысл этого ограничения можно 
рассмотреть на примере функционала 

( )( ) ( ) ( )( )∫ +=
b

a
dttxtxdtxH 22

0 .  

Функция ( )tx , обеспечивающая экс-
тремальное значение функционала (3), яв-
ляется решением дифференциального 
уравнения ( ) ( )txdtx 2

0= , то есть решением 
уравнения Эйлера экстремальной задачи. 
Его общее решение имеет вид 
( ) tdtd ecectx 00

21 += − . Если потребовать, 
чтобы оно в точках a  и b  удовлетворяло 
заданным граничным условиям, то иско-
мое частное решение 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) tdadbdtdadbd eebxeax
D

eebxeax
D

tx 000000 11ˆ −−− +−+−= , 

где )()( 00 abdabd eeD −−− −= . 
Принимая на этой функции мини-

мальное значение, рассматриваемый 
функционал является характеристикой, 
отражающей близость функций к кривой 
экспоненциального типа, проходящей че-
рез заданные граничные точки. При стрем-
лении коэффициента 0d  к нулю эта кривая 
превращается в прямую линию, проходя-
щую через точки ( )ax  и ( )bx , 

( ) ( ) ( )
ab
atbx

ab
tbaxtx

−
−

+
−
−

=ˆ , 

а функционал, определенный на произ-
вольной функции ( )tx , является мерой ее 
отклонения от этой линии. Аналогично 
функционалам общего вида соответствуют 
дифференциальные уравнения более высо-
кого порядка, решения которых можно 
считать эталонами. Все это обусловливает 
возможность использования подобных 
функционалов при аппроксимации в целях 
придания результирующим функциям бо-
лее регулярной формы. 

Таким образом, существует множест-
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во различных способов регуляризации, 
приводящих к минимизации функционала 
вида 

( )ˆ arg min Q( ) ( x( t ), )= + εΩ
θ

θ θ θ , 

что требует, как правило, применения чис-
ленных методов оптимизации [9]. 

Техника регуляризации широко ис-
пользуется при решении и других некор-
ректных задач, например задач восстанов-
ления сигналов [9; 10], связанных с реше-
нием интегральных уравнений 

h( t )x( )d n( t ) y( t )
∞

−∞
− τ τ τ + =∫ , 

где y( t )  и n( t )  – наблюдаемый процесс и 
шум измерения соответственно; x( t )  – ис-
комый процесс; h( t ) – импульсная функ-
ция (ядро уравнения). Задача в этом случае 
сводится к минимизации функционала  

2A x y⋅ − ,              (4) 

где A x h( t )x( )d
∞

−∞
⋅ ≡ − τ τ τ∫ . 

При дополнении функционала  (4) 
регуляризирующим функционалом ( x )Ω   
решение задачи сводится к минимизации 
функционала следующего вида: 

2

x
x̂( t ) arg min( A x y ( x ))= ⋅ − +αΩ . 

Восстановление зависимостей мето-
дами линейной регрессии также относится 
к классу некорректных задач [10]. Некор-
ректность линейной регрессии объясняется 
возможным ростом ошибки в непрерывной 
метрике [3], при том что в дискретной 
метрике ошибка стремится к нулю.

 
          Заключение 

Особенность обобщения, основанно-
го на методе регрессии и наименьших 
квадратов,  заключается в реализации опе-
раторов, отображающих дискретные дан-
ные в пространстве непрерывных или ку-
сочно-непрерывных функций. 

Полученные результаты по разработ-
ке методов и алгоритмов, ориентирован-

ных на восстановление по дискретным 
данным в целом гладких функций, откры-
вают возможности по решению задач ло-
кальной обработки и сглаживания как ста-
ционарных, так и нестационарных сигна-
лов, задач анализа акустических сигналов 
и динамики речи, задач анализа  многоэкс-
тремальных зависимостей. 
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