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Введение. Пространственные механиз-
мы с вращательными парами всегда вызывали 
интерес для практического использования в 
качестве передаточных и базовых механизмов 
различных технических устройств [1, 2, 3]. 
Они позволяют воссоздать движение выход-
ного или любого рабочего звена с заданной 
точностью и обеспечить необходимую жёст-
кость, надёжность и компактность конструк-
ции. При этом значительно повышается её 
долговечность и снижаются энергетические 
потери, так как все шарнирные узлы 
(вращательные кинематические пары) выпол-
нены на подшипниках качения и надёжно изо-
лированы от негативного воздействия внеш-
ней среды [4, 5, 6]. Решение задач синтеза та-
ких механизмов, несмотря на сложность, оста-
ется несомненно, важным аспектом развития 
теории пространственных механизмов. 

Цель исследований – выявление опти-
мальных структурных схем пространственных 
пяти- и шестизвенных механизмов, которые 
воспроизводят с требуемой точностью линей-
ную функцию при колебательном и враща-
тельном движении выходного звена. 

Условия, материалы и методы. Для син-
теза пространственных механизмов с враща-
тельными парами по заданному закону выход-
ного звена был проведён анализ структурных 
схем [7, 8], конструктивная реализация кото-
рых позволит точно воспроизвести требуемую 
линейную функцию движения. Его результаты 
показали, что для реализации колебательного 
движения с рабочими участками на прямом и 
обратном ходе представляют интерес криво-
шипно-коромысловые пятизвенники, у кото-

рых углы скрещивания геометрических осей 
шарниров смежных звеньев 4 и 5 равны  
ά4 = ά5 = 90° (рис. 1а). 

Для воспроизведения колебательного дви-
жения с рабочим ходом на прямом участке 
лучше использовать пятизвенники, у которых 
те же углы для смежных звеньев связаны зави-
симостью ά4 = 180° - ά5 (рис. 1б). 

Воспроизведения линейной функции на 
некоторой части оборота выходного звена 

можно добиться с использованием двухкриво-
шипных шестизвенных пространственных 
механизмов (рис. 2а), или их пятизвенной мо-
дификации (рис. 2б). 
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                   а)                                        б) 

Рис. 1 – Кинематические схемы  
пространственных пятизвенников. 
а) с зависимостью углов скрещивания  
геометрических 
осей шарниров звеньев ά4 = ά5 = 90°;  
б) с зависимостью этих углов ά4 = 180° - ά5 
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Первый тип пятизвенника, показанный на 
рис. 1а, существует при условиях: 

ά1 = ά3 ; l1 = l3                      (1а) 
ά1 = ά3 = 90°; l1 =l3                  (1б) 
l1,3 = l4,5 * sinά1,3;                     (1в) 

l2 = 2l4 = 2l5;                       (1г) 
здесь и далее, άi – угол скрещивания геометри-
ческих осей шарниров звена, отсчитываемый 
против часовой стрелки, принимая за начало 
отсчёта ось шарнира, обращенного к наблюда-
телю, li – кратчайшее расстояние между осями 
шарниров (теоретическая длина звена). 

Структурные зависимости для второго типа 
пятизвенника (рис. 1б) имеют следующий вид: 

ά1 = ά3 ; l1 = l3;                        (2а) 
ά2 = 180° - 2ά5; l2 = 0                   (2б) 

l1,3 = l4,5 * sinά1,3 / sinά4,5                (2в) 
ά4 = 180° - ά5; l4 = l5                   (2г) 

Структурные параметры шестизвенника 
(рис. 2а) и пятизвенника со сферической па-
рой (рис. 2б) связаны одинаковыми зависимо-
стями: 

ά2 = 180° - 2ά6; l2 = 0 ;               (3а) 
ά3 = ά5 -  ά1, l3 = l5 - l1                (3б) 

,ά4 = 180° - ά6; l4 = l6;                   (3в) 
 

(3г) 
 

Следует отметить, что кинематика выход-
ного звена пространственных механизмов с 
вращательными парами зависит только от уг-
ловых параметров звеньев [9, 10, 11], поэтому 
они и будут определяемыми параметрами при 
проектировании механизмов. При определе-
нии линейных параметров необходимо длину 
одного из звеньев задавать произвольно, исхо-
дя из функционального назначения механизма 
и конструктивного исполнения шарнирных 
узлов, остальные будут определяются по фор-
мулам (1)-(3). 

Результаты и обсуждение. Проектирова-
ние пространственных пятизвенников, у кото-
рых ά4 = ά5 = 90°, по воспроизведению колеба-
тельного движения выходного звена с рабочи-
ми участками на прямом и обратном ходе ос-
новано на зависимости (рис. 3) между углами 
поворота входного кривошипа 1 и выходного 
балансира 4 (см. рис. 1а) [12]: 

 
 

(4) 
 
 

где  ά1 – угол скрещивания геометрических 
осей шарниров кривошипа,  
 φ1 – угол его поворота,  
 φ4 – угол поворота балансира. 

Рассмотрим механизм, у которого ά1 < 90°. 
 Как видно из графика, кривая φ4 = f(φ1) 

симметрична, относительно точки ά. Поэтому 
отрезок прямой  

cb = 2άb и φ4 = 2φ4p (φ1 =2φ1p)         (5) 
Следовательно, достаточно рассмотреть 

одну ветвь кривой φ4 = f(φ1), то есть её отрезок 
άk`b, приближаемый к отрезку άb прямой  
φ4p = Kφ1p с точностью ∆max (рис. 4). 

Тогда относительная погрешность равна: 
 

(6) 
 
Величина прямолинейного рабочего участка 

на прямом и обратном ходе одинакова (рис. 3), 
из этого можно следовать, что такой подход 
можно использовать при определении целевой 
функции для проектирования механизма.  

При проектировании механизма необходи-
мо исходить из заданной величины рабочего 
(прямолинейного) участка движения баланси-
ра φ4p и его полного углового хода φ4m, связан-
ных зависимостью: 

Рис. 2 – Кинематические схемы  
пространственных шестизвенников. 
а) с зависимост ью углов скрещивания  
геометрических 
осей шарниров звеньев ά4 = 180° - ά6;  

б) пят извенная, с одной сферической  

кинематической парой модификация  

шестизвенника 

  а)                                              б) 

Рис. 3 – Графики зависимости угла поворота выходного звена от угла поворота входного (φ4 = f(φ1)). 
Cплошной линией показан график для случая, когда ά1 < 90°, пунктирной – когда ά1 > 90° 

5 61

1 5 6sin sin sin

l ll

  
 

1 1

4

1 1

01 1

1 1

cos sin

1 sin cos

cos sin
180

1 sin cos

arcsin

arcsin

 


 

 

 


 



 


0

4

4

Δ *100%. max

р









 

Вестник Казанского ГАУ № 2(66) 2022 

Т Е Х Н И Ч Е С К И Е  Н А У К И  

  

 
(7) 

 
При этом должна обеспечиваться точность 

воспроизведения относительной погрешности     
[8]. 

Для пятизвенника, у которого углы скре-
щивания геометрических 

осей шарниров звеньев равны ά4 = ά5 = 90°   
(см. рис 1а) ход определим по формуле:  

φ4m= 4ά1                             (8) 
Тогда, принимая во внимание формулу (7), 

будем иметь: 
 

(9) 
 
отсюда: 
 
(10) 
 
Найдя угол ά1, для заданных значений ве-

личин φ4p и n, получим максимальное отклоне-
ние ∆max из выражения: 

∆max = φ4к - К * φ1к                (11) 
 Входящий в эту формулу угол φ4к опре-

деляется из выражения (4) подстановкой в 
него φ1 = 180° - φ1к , а 

 
(12) 

 
где  К – угловой коэффициент, соответству-
ющий тангенсу угла наклона к горизонталь-
ной оси прямолинейного участка аb и 

 
(13) 

 
где  φ1к – угол, определяющий точку каса-
ния касательной LM (см. рис. 4), проведённой 
параллельно отрезку аb. В свою очередь, угол 
φ1p, входящий в формулу (12), находится из 
выражения: 

 
(14) 

 
При направленном поиске параметров ме-

ханизма относительная погрешность       долж-
на иметь минимальное значение [13]. Для син-
теза механизма получена целевая функция 
∆max  и соответствующие формулы, необходи-
мые для воспроизводства выходным звеном 
колебательного движения с рабочими участка-
ми на прямом и обратном ходе.  

Рассмотрим теперь синтез пространствен-
ного пятизвенника, у которого углы скрещива-

ния осей шарниров выходного звена ά4 и стой-
ки ά5 связаны зависимостью ά4 = 180° - ά5, по 
воспроизведению колебательного движения 
выходного балансира с рабочим ходом на пря-
мом участке. Угол φ4 поворота выходного ба-
лансира этого пятизвенника (см. рис. 1б) в 
зависимости от угла φ1 поворота входного 
кривошипа (рис. 5) определяется следующим 
выражением [14, 15]: 

 
 

(15) 
 
 
Рассмотрим случай, когда ά1 > 90°. Видно, 

что кривая φ4 = f(φ1), как и для предыдущего 
типа пятизвенника, симметрична относитель-
но точки a, поэтому все отмеченное ранее о 
точности приближения соответствующего 
участка кривой φ4 = f(φ1) к отрезку прямой, 
справедливо и здесь [16].  

В рассматриваемом случае кроме целевой 
функции составим дополнительное уравнение, 
связывающее ход балансира, углы ά1 и ά5. 

Оно имеет следующий вид: 
 
 
 
или 
 

(16) 
 
Отсюда: 
 

(17) 
 
Учитывая, что: 
 
 
 
имеем: 
 

(18) 
 
Теперь найдём максимальное отклонение: 
 
 

(19) 
 
 
Входящий в эту зависимость угловой коэф-

фициент K определяется по формуле (12), в 
которую подставляется значение угла φ1p, 
найденное из выражения: 

 
(20) 

 
где 

 
(21а) 

 
(21б) 

 
 

(21в) 

Рис. 4 – К определению целевой функции 
для проектирования механизма. 
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Угол φк вычисляется по формуле: 
 

(22) 
 
Таким образом, определена целевая функ-

ция (22) и соответствующие зависимости, ко-
торые позволяют проектировать простран-
ственный пятизвенник и его четырёхзвенные 
модификации, осуществляющие колебатель-
ные движения выходного балансира с рабочим 
ходом на прямом участке. 

Рассмотрим теперь проектирование ше-
стизвенных механизмов по воспроизведению 
линейной функции на некоторой части оборо-
та выходного звена, при условии, что это кри-
вошип, то есть выполняется полная его прово-
рачиваемость. Для существования таких меха-
низмов структурные параметры их должны 
отвечать условиям, представленным формула-
ми (3). Тогда зависимость между углами пово-
рота входного (φ1) и выходного (φ5) звеньев 
(рис. 6) определяет следующее выражение: 

 
 

(23) 
 
 

где  ά6 – угол скрещивания осей шарниров 
станины (стойки), величина которого может 
быть выбрана из диапазона 65…850 с интерва-
лом 0,50.  

Угол ά5 скрещивания осей шарниров ведо-
мого звена – кривошипа берётся в пределах от 
2130-ά6 до 1830-ά6 с тем же интервалом, а угол 
ά1 скрещивания осей шарниров ведущего кри-
вошипа должен быть менее 90°. 

Как видно из графика зависимости (23), 
кривая φ5 = f(φ1) симметрична относительно 
точки а. Поэтому и отрезок прямой сb =2аb, а 
также угол φ1p = 2φ1  (φ5p = 2φ5p ). Предвари-
тельными расчётами было установлено, что 
величина φ1p рабочего угла поворота входного 
кривошипа должна находиться в пределах 
180…3000 . Тогда соответствующий рабочий 
угол φ5p поворота выходного кривошипа будет 
находиться с ним в следующей зависимости: 

 

Синтез механизма проводится так, чтобы 
максимальное отклонение ∆max кривой φ5 = f
(φ1) на участке сb не превышало величины, 
ограничиваемой относительной погрешно-
стью: 

 
 
 
Как и в предыдущем случае его можно 

вести методом целенаправленного поиска из 
условия минимизации функции ∆max . Однако 
прежде чем перейти к определению этой 
функции, составим уравнение, связывающее 
угол ά1 и другие входные и выходные пара-
метры синтеза механизма. Оно имеет вид: 

 
(24) 

 
где 

 
 

(25) 
 
 
 
 
 

(26) 
 
 
Выражение (24) получено из уравнения: 

(27) 

с учётом того, что: 
 
 
 
 
 
 

и 
 
 

 

Рис. 5 – График зависимости угла поворота выходного звена от угла поворота входного для 
второго типа пятизвенника. 

сплошная линия – для случая, когда ά1 < 90°, пунктирная – когда ά1 > 90° 
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В свою очередь, зависимость (27) найдена 
решением составленного для векторного кон-
тура ABCDE (рис. 7) векторного уравнения: 

 
(28) 

 
в проекции на ось Y. 
Теперь перейдём к функции ∆max. Для рас-

сматриваемого механизма на основании фор-
мулы (23) можно найти выражение, которое 
позволяет определить эту функцию: 

 
 
 

(29) 
 
 
Входящий сюда угол φ1K найдём из равен-

ства частной производной      угловому коэф-
фициенту K, то есть: 

 
 
 
 

(30) 
 

 

 

где φ1K = 180°+φ1K 

Из этого выражения после ряда преобразо-
ваний получим: 

x3+άx2+bx+c = 0                     (31) 
где  x =  cosφ1K, 

 
 

(32а) 
 
 

(32б) 

 

(32в) 

Для решения полученного кубического 
уравнения используем формулу Кардано. 
Найдём дискриминант уравнения: 

 
(33) 

 
Здесь: 

 
(34а) 

 
 

(34б) 
 
В случае, если детерминант ∆ > 0, то дей-

ствительный корень уравнения один: 
 

(35) 
 
и, следовательно: 
φ1K = arccosx1 

Если ∆ = 0 , при этом p и q не равны нулю, 
то действительных корня два: 

 
(36) 

 
и 

φ(1)K = arccosx1, φ(2)K = arccosx2 
Если же ∆ < 0 , то действительных корня 

три: 
 
 
 

(37) 
 
 
 

Здесь: 
 
 
 
Тогда: 
φ(1)K = arccosx1,φ(2)K = arccosx2,φ(3)K = arccosx3 

значение угла φ1K выбираем так, чтобы 
выполнялось условие                     . 

Полученные зависимости необходимы для 

Рис. 6 – График зависимости угла  
поворота выходного звена от угла  
поворота входного для шестизвенника. 
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Рис. 7 – Кинематическая схема простран-
ственного шестизвенника с векторным конту-
ром AFEDBC. 
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автоматизации оптимизационного синтеза по 
целевой функции шестизвенного механизма 
(или его пятизвенной модификации), воспро-
изводящего линейную функцию на некоторой 
части оборота выходного звена при его пол-
ной проворачиваемости. Синтез можно прово-
дить, задав рабочий участок φ1p угла поворота 
входного кривошипа, а также верхние пре-
дельные значения коэффициента K и углов ά5 
и ά6. После нахождения угла ά1 ведётся под-
счёт целевой функции с учётом условия: 

. 
Определение величин K, ά1, ά5, ά6 позволя-

ет найти другие угловые и линейные парамет-
ры по приведённым формулам. 

Выводы. Для реализации колебательно-
го движения с рабочими участками на прямом 
и обратном ходе представляют интерес криво-
шипно-коромысловые пятизвенники, у кото-
рых углы скрещивания геометрических осей 
шарниров смежных звеньев 4 и 5 равны ά4 = ά5 

= 90°. Аналогичным способом был проведен 
синтез пространственного пятизвенника, у 
которого углы скрещивания осей шарниров 
выходного звена ά4 и стойки ά5 связаны зави-
симостью ά4 = 180° - ά5 , по воспроизведению 
колебательного движения выходного баланси-
ра с рабочим ходом на прямом участке. 

В результате проведенных исследований 
выявлены оптимальные структурные схемы 
пространственных пяти- и шестизвенных ме-
ханизмов, которые воспроизводят с требуемой 
точностью линейную функцию при колеба-
тельном и вращательном движении выходного 
звена. 

Полученные зависимости будут использо-
ваны для автоматизации оптимизационного 
синтеза по целевой функции шестизвенного 
механизма (или его пятизвенной модифика-
ции), воспроизводящего линейную функцию 
на некоторой части оборота выходного звена 
при его полной проворачиваемости. 

0

5 5Δ Δ 
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SYNTHESIS OF SPATIAL FIVE- AND SIX-LINK MECHANISMS WITH ROTATIONAL PAIRS  
BY THE MOVEMENT OF THE OUTPUT LINK 

A.P. Mudrov, F.F. Khabibullin, G.V. Pikmullin, Z.D. Gurgenidze 
 

Abstract. The research was car r ied out in order  to identify the optimal structural schemes of three-dimensional 
five- and six-link mechanisms with rotational pairs, which reproduce with the required accuracy a linear function during 
oscillatory and rotational motion of the output link. Spatial mechanisms, which are used as transmission and base mecha-
nisms, make it possible to recreate the movement of the output or any working link with a given accuracy and provide the 
necessary rigidity, reliability and compactness of the structure. The synthesis of spatial mechanisms was carried out ac-
cording to the given law of the output link. To implement oscillatory motion with working sections on the forward and 
reverse stroke, you can use crank-rocker five-links, in which the angles of crossing of the geometric axes of the hinges of 

adjacent links 4 and 5 are equal to ά4 = ά5 = 90°. In a similar way, the synthesis of a spatial five-link was carried out, in 
which the angles of crossing the axes of the hinges of the output link α_4 and the rack α_5 are related by the dependence α_4 

=ά4 = 180° - ά5, by reproducing the oscillatory motion of the output balancer with the working stroke in a straight section. 
Optimal structural schemes of three-dimensional five- and six-link mechanisms are revealed, which reproduce with the 
required accuracy a linear function during the oscillatory and rotational motion of the output link. The resulting dependen-
cies will be used to automate the optimization synthesis for the objective function of the six-link mechanism (or its five-
link modification), which reproduces a linear function on a certain part of the turn of the output link with its full cranking 

Key words: spatial mechanisms, rotational pair s, synthesis, objective function, movement of the output link. 
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