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Введение. Взаимодействие многих ротаци-

онных рабочих органов с почвой до сих пор 

рассматривается лишь на качественном 

уровне, и на их совершенствование методом 

проб и ошибок тратится неоправданно боль-

шое количество времени и средств. Поэтому 

методики теоретического и эксперименталь-

ного анализа силовых характеристик взаимо-

действия с почвой важны как для совершен-

ствования традиционных почвообрабатываю-

щих рабочих органов, так и для создания но-

вых, способных при меньшей энергоемкости 

обработки почвы создавать условия необходи-

мые для роста и развития растений. 

Изогнутые (Г-образные) пластинчатые но-

жи и прямые пластинчатые ножи широко ис-

пользуются в качестве рабочих органов почво-

обрабатывающих фрез. Реакции почвы на ро-

тационные рабочие органы, в том числе рота-

ционные ножи, зависят не только от свойств 

почвы, геометрических параметров рабочих 

органов и параметров, определяющих режимы 

их работы, но также и от угла поворота рабо-

чих органов. Задача учета зависимости сило-

вых характеристик ротационных рабочих ор-

ганов от угла их поворота является сложной, и 

в большинстве случаев она либо решается с 

помощью специально поставленных экспери-

ментов [1–3], либо ее решение основывается 

на необоснованных допущениях [4, 5]. 

В работах [6–9] были построены математи-

ческая модель взаимодействия боковой по-

верхности лопастного ротационного рабочего 

органа (ЛРРО) с почвой и математическая 

модель взаимодействия его лезвия с почвой, 

учитывающие зависимость силовых характе-

ристик ЛРРО от угла его поворота. 

Целью данной работы является построение 

такой математической модели взаимодействия 

пластинчатого ножа фрезы с почвой, которая 

учитывает зависимость его силовых характе-

ристик от угла его поворота. 

Анализ и обсуждение результатов. Гео-

метрия фрезерного ножа определяется радиу-

сом фрезы r, углом установки ножа γ и длиной 

ножа L. Удобно ввести безразмерную длину 

ножа µ=L/r и безразмерное расстояние от точ-

ки крепления ножа к ступице фрезы до оси ее 

вращения ρ=r0/r, которое выражается через 

параметры µ и γ (рисунок 1): 

          ρ = (1 – µ2sin2γ)1/2 – µcosγ.                (1) 

Предположим, что почвообрабатывающая 

машина движется прямолинейно с постоянной 

скоростью υ0, фрезерный барабан вращается 

вокруг оси ступицы с постоянной угловой 

скоростью w, а его ножи при работе погружа-

ются на максимальную глубину h в однород-

ную почву. При этом режим работы фрезы 
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характеризуется двумя постоянными безраз-

мерными параметрами: кинематическим коэф-

фициентом λ = ωr/υ0 и максимальным относи-

тельным заглублением ξ = h/r. 

Фрезерный нож разрезает почву, совершая 

плоскопараллельное движение в вертикальной 

плоскости. В системе координат Oxz с цен-

тром O на оси вращения фрезы и равномерно 

движущейся вместе с ней, положение этого 

ножа задается углом его отклонения от 

направления поступательного движения ма-

шины α (рисунок 2). Скорость резания почвы, 

переменная по лезвию, определяется положе-

нием мгновенного центра скоростей фрезы, 

находящегося в точке C(0;a),  

a = r/λ. 

На произвольный бесконечно малый эле-

ментарный участок режущей части лезвия 

длиной ds, прилегающий к точке M(x; z) лез-

вия, действует элементарная сила сопротивле-

ния резанию (ССР) dR , направленная проти-

воположно вектору ῡ абсолютной скорости 

этой точки (рисунок 2), поскольку как показы-

вают расчеты угол, составляемый вектором  с 

внешней нормалью к ножу меньше угла тре-

ния почвы о сталь. Величина этой силы равна 

dR = Q×ds, где Q – средняя удельная сила ре-

зания, приходящаяся на единицу длины лезвия 

и определяемая экспериментально. 

Пусть φ – угол, образуемый вектором dR с 

положительным направлением оси Ox 

(рисунок 2), тогда его проекции на оси коор-

динат будут равны dRx=Qcosφds и                      

dRz= –Qsinφds. А горизонтальная и вертикаль-

ная проекции результирующей ССР почвы 

ножом фрезы будут равны соответствующим 

криволинейным интегралам по длине дуги, 

взятым по отрезку лезвия BD, погруженного в 

почву: 

 

   (2)  

 

Параметрические уравнения отрезка BD 

фрезерного ножа в почве записываются в виде 

(рисунок 1): 

       

      (3)       

 

где t·r – расстояние от конца ножа B до 

текущей точки отрезка M (0≤t≤l), a l·r – длина 

части ножа, разрезающей почву. 

Из прямоугольного треугольника CEM 

(рисунок 2) tgφ = x/(z–a) и с учетом равенств 

(3) находится тангенс угла φ в точке, опреде-

ляемой значением параметра t: 

 

     (4) 

 

Для того, чтобы перейти от криволиней-

ных интегралов к определенным интегралам, 

нужно учесть, что ds = rdt, и выразить подын-

теральные функции криволинейных интегра-

лов через tgφ: 

 

     (5) 

 

В формулах (5) tgφ зависит от переменной 

интегрирования t и параметров l, m, g, a в со-

ответствии с формулой (4). 

Выберем за положительное направление 

моментов сил направление, совпадающее с 

направлением вращения фрезбарабана. Тогда 

момент относительно точки O элементарной 

ССР dR будет определяться равенством       

dMO = –z×dRx + x×dRz (рисунок 2), интегрируя 

которое по отрезку BD, найдем результирую-

щий момент сопротивления резанию (МСР): 

 

      

 

 

      (6) 

 

где tgφ определяется формулой (4). 

Интегралы (5) и (6) несложно найти анали-

тически, но получающиеся при этом выраже-

ния здесь не приводятся ввиду их громоздко-

сти. Эти интегралы легче вычислить с помо-

щью одного из известных численных методов. 
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Рисунок 1 – Схема к определению геометриче-

ских параметров ножа фрезы 

Рисунок 2 – Схема к определению элементарных 

сил сопротивления резанию ножом. 
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Мощность, расходуемая на резание почвы, 

равна общей расходуемой мощности минус 

мощность движущей силы, потраченная на 

перемещение фрезерного ножа: 
  W = –(M·ω – Rx·v0) = –Qr·v0(M/(Qr2)·λ – Rx/Qr).  (7) 

Силовые характеристики ножа фрезы, вхо-

дящего в почву первым, интересны с практи-

ческой точки зрения, поскольку для него мак-

симальные по углу, a значения нагрузок явля-

ются наибольшими из всех возможных, а дли-

на режущей части лезвия ножа l(α,ξ)×r опре-

деляется относительно просто. Аппликата 

точки D, лежащей на поверхности поля, равна 

z=r–h=r(1–ξ), а расстояние от этой точки до 

конца лезвия ножа, точки B, равно длине ре-

жущей части ножа l·r. Поэтому из второго 

уравнения системы (3) получаем уравнение: 

         (1 – ξ) = ρsinα + (µ – l)sin(α – γ),         (8) 

из которого определяется искомая безразмер-

ная длина режущей части ножа: 

       l = [ρsinα+µsin(α – γ)+ξ–1]/sin(α – γ).        (9) 

Последняя формула при g = 0 совпадает с 

аналогичной формулой (здесь и далее с точно-

стью до выбора направления отсчета угла по-

ворота ножа), полученной ранее для малой 

полуоси первой лопасти ЛРРО [6, 7]. 

Угол начала резания почвы α0 определяет-

ся из уравнения, которое получается из равен-

ства (8) при условии l = 0, α = α0. Решение это-

го тригонометрического уравнения имеет про-

стой вид: 

α0 = arctg(µsinγ/(ρ+µcosγ))+arcsin(1–ξ).  (10) 

При γ = 0 из формулы (10) следует             

α0 = arcsin(1 – ξ ), что совпадает с формулой, 

полученной для начального угла взаимодей-

ствия малой полуоси первой лопасти ЛРРО с 

почвой [6, 7]. 

Резание первым ножом завершается при α 

= α1 (α1>α0) и l = 0, подстановка этих значений 

в равенство (8) приводит к тригонометриче-

скому относительно a1 уравнению, решение 

которого имеет следующий вид: 

α1 = π–arcsin(1–ξ)+arctg(µsinγ/(ρ+µcosγ)).  (11)  

При γ = 0 из формулы (11) получаем         

α1 = π – arcsin(1 – ξ ), что совпадает с форму-

лой, полученной ранее для угла завершения 

резания почвы малой полуосью первой лопа-

сти ЛРРО [6, 7]. 

При заданной глубине резания ξ безразмер-

ные параметры фрезерного ножа µ и γ не мо-

гут выбираться произвольно. Так как длина 

лезвия ножа не может быть меньше макси-

мальной глубины обработки, то L ≥ h, а значит 

µ≥ξ. 

Условие, что при работе фрезы ее ступица не 

должна погружаться в почву, приводит к нера-

венству ρ≤1–ξ, или (1–µ2sin2γ)1/2 – µcosγ ≤ 1 –ξ, 

ограничивающему при заданном значении ξ 

угол установки ножа γ и безразмерную длину 

ножа µ. При заданных значениях ξ и µ это не-

равенство ограничивает угол установки фре-

зерного ножа  

 

 

 

Подстановка безразмерной длины режущей 

части ножа из формулы (9) в формулы (4) – (7) 

определяет результирующие силы, момент 

сопротивления резанию почвы и мощность, 

расходуемую на резание почвы, первым но-

жом фрезы в зависимости от угла α при           

α0 ≤ α ≤ α1. При этом необходимо соблюдать 

указанные условия на µ и γ. Отметим что при 

γ = 0, получающиеся зависимости совпадают с 

соответствующими силовыми зависимостями 

для малой полуоси первой лопасти ЛРРО [7]. 

На рисунках 3 и 4 для относительного за-

глубления ξ = 0,5, кинематического коэффи-

циента λ = 3 и безразмерной длины ножа µ = 

0.8 представлены графики безразмерных про-

екций результирующей ССР, безразмерного 

результирующего МСР и безразмерной мощ-

ности в зависимости от угла α для трех значе-

ний угла установки ножа. На всех рисунках 

графики, соответствующие значению угла γ = 

0, изображены пунктирной линией; значению 

γ = 60° – тонкой сплошной линией; а значе-

нию γ = 80° – толстой сплошной линией. 

.
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Рисунок 3 – Проекции результирующей силы сопро-

тивления резанию почвы:  

а) – горизонтальная; б) – вертикальная 
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цией угла поворота ножа α. Она является 

наименьшей для угла установки фрезерного 

ножа γ = 0. 

Выводы. Построенная математическая 

модель взаимодействия фрезерного ножа с 

почвой, позволяет находить максимальные 

значения силовых характеристик пластинчато-

го фрезерного ножа для различных значений, 

определяющих его геометрию и режим работы 

безразмерных параметров λ, ξ, µ и γ. Она дает 

возможность максимально упростить экспери-

ментальное определение силовых характери-

стик фрезы и значительно сократить объем 

лабораторных и полевых экспериментов при 

проектировании фрезерных рабочих органов. 

И в этом заключается практическая ценность 

этой математической модели. Кроме того, по-

лученные зависимости можно использовать 

для выбора оптимальных значений парамет-

ров такого ножа. Предложенную модель мож-

но применять также для расчета силовых ха-

рактеристик стойки изогнутого пластинчатого 

ножа, которая потребляет значительную часть 

энергии при фрезеровании. 

 

Из представленных графиков следует, что с 

увеличением угла установки ножа происходит 

сдвиг всех графиков вправо, α экстремальные 

значения соответствующих функций по абсо-

лютной величине возрастают. Как следует из 

рисунка 3, а) , проекция Rx является неотрица-

тельной, то есть горизонтальная компонента 

силы сопротивления резанию является для 

фрезы движущей силой. Вертикальная проек-

ция ССР для определенного промежутка углов 

поворота ножа отрицательна (рисунок 3, б), и, 

значит, вертикальная компонента ССР являет-

ся для этих значений, a выглубляющей фрезу 

нагрузкой, а при больших значениях, a эта 

проекция положительна, и компонента сопро-

тивления резанию является заглубляющей 

фрезу силой. Поскольку МСР всегда является 

неположительным (рисунок 4, а), то он тормо-

зит вращение фрезерного барабана и для его 

преодоления необходимо прикладывать к 

нему неотрицательный момент вращения, рав-

ный абсолютной величине момента сопротив-

ления резанию. Из рисунка 4, б следует, что 

мгновенная мощность, расходуемая на разре-

зание почвы, является неотрицательной функ-
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Рисунок 4 – Результирующий момент сил сопротивления резанию почвы  

и мощность, расходуемая на резание почвы: а) – момент; б) – мощность.  
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MATHEMATICAL MODEL OF INTERACTION OF MILLING KNIVES WITH SOIL 

Akimov A.P., Konstantinov Yu.V., Turovskiy B.V. 

Abstract. As working units of tillage mills, both curved (L-shaped) blade knives and straight blade knives are used. 

The soil reactions to these working units depend on soil properties, geometric parameters of the working parts, parameters 

determining the modes of their operation and the angle of rotation of the working units. When constructing a mathematical 

model for the interaction of working parts with soil, all these factors must be taken into account, while striving to simplify 

the proposed model. Accounting for the dependence of force characteristics of the working units on the angle of their rota-

tion is not an easy task, and in most cases it is solved with the help of specially set experiments. A mathematical model is 

proposed for the interaction of a direct lamellar milling knife with soil, which makes it possible to determine the compo-

nents of the resulting soil reactions to such a knife, the total moment of these reactions, and the power consumed for cut-

ting the soil, depending on the knife rotation angle. This model takes into account the geometry of the working unit 

through the radii of the hub and cutters, the angle of installation of the milling knife and its length. The operating mode of 

the knife is set by the kinematic coefficient, equal to the ratio of the circumferential velocity of the knife end to the speed 

of the translational motion of a mill, and the maximum relative depth of the milling knife in the soil. The constructed mod-

el makes it possible to determine the dependence of the maximum values of the considered power characteristics of the 

knife on the indicated geometric parameters and the parameters of the knife operating mode, which makes it possible to 

simplify experiments to determine the power characteristics of the cutter and significantly reduce its volume. This model 

can be used to select the optimal knife parameters. In addition, the proposed model can be used to calculate the power 

characteristics of the rack of a curved blade knife, which consumes a significant amount of energy during milling. 

Key words: mathematical model, tiller, milling knife, power characteristics, angle of rotation. 
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