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Аннотация. Методами численного эксперимента 

исследуется задача определения характеристик элек-
тромагнитных волн ИНЧ-диапазона (0.3–3 кГц), реги-
стрируемых на уровне приземного слоя и несущих 
максимальное количество информации о состоянии 
волновода Земля — ионосфера. Проанализировано 
влияние горизонтальной пространственной структуры 
электронной плотности волновода Земля — ионосфера 
на особенности распространения электромагнитных 
волн. Выявлены характеристики, позволяющие ре-
гистрировать их инструментальными методами 
наблюдений в условиях слабо возмущенной ионо-
сферы. Профили концентрации, используемые в 
численных экспериментах, получены по данным 
радара частичных отражений Полярного геофизиче-
ского института, расположенного на радиофизиче-
ском полигоне «Туманный» Мурманской области 
(69.0° N, 35.7° E), с использованием модели IRI2016 
во время солнечной вспышки 15 марта и последую-
щей магнитной бури 17 марта 2013 г. Используемая 
в работе модель распространения электромагнитных 
сигналов разработана авторами. Она основана на 
численном интегрировании системы уравнений 
Максвелла в проводящей среде при помощи новой 
явной схемы. В этой схеме электрическое и магнит-
ное поля вычисляются в одни и те же моменты време-
ни в одних и тех же узлах пространственной сетки. 
Используется также расщепление по пространствен-
ным направлениям и по физическим процессам, при-
чем затухание электрического поля в ионосфере за 
счет проводимости и вращение во внешнем геомаг- 

Abstract. In this paper, we use numerical experi-
ment methods to address the problem of determining 
characteristics of ELF (0.3–3 kHz) electromagnetic 
waves recorded in the surface layer and providing the 
maximum amount of information about the Earth–
ionosphere waveguide. We have analyzed the effect of 
the horizontal spatial structure of electron density of the 
Earth–ionosphere waveguide on propagation of elec-
tromagnetic waves. We have identified characteristics 
that allow us to record them by instrumental methods in 
conditions of weakly disturbed ionosphere. The density 
profiles used in numerical experiments have been ob-
tained from data acquired by the Partial Reflection Ra-
dar at the Polar Geophysical Institute, located at the 
radiophysical observatory Tumanny in the Murmansk 
Region (69.0° N, 35.7° E), and by the IRI2016 model 
during the March 15, 2013 solar flare and the subse-
quent magnetic storm on March 17, 2013.  The electro-
magnetic signal propagation model used in this work is 
the adaptation of gas-hydrodynamic methods to electro-
dynamic applications. The model is based on the 
scheme of upwind approximation of spatial derivatives 
(Godunov’s method with correction of streams). We 
also use splitting by spatial directions and physical pro-
cesses. Signal field attenuation due to conductivity and 
its rotation due to Hall conductivity of the medium are 
considered in separate splitting steps by analytical for-
mulas. 

Keywords: ELF wave propagation, numerical simu-
lation, ionosphere. 
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нитном поле учитываются по аналитическим фор-
мулам на отдельных шагах расщепления. 

Ключевые слова: ИНЧ-волны, численное моде-
лирование, ионосфера. 

 
 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Одними из основных задач радиофизики в области 

распространения электромагнитных сигналов в ат-
мосфере Земли являются поиск методов обеспече-
ния стабильной связи или радиолокации на различ-
ных частотах; определение условий, когда эта связь 
невозможна; прогнозирование исключения таких 
условий и поиск мешающих связи или радиолока-
ции факторов. Диагностика D-области ионосферы 
важна для многих физических приложений. В насто-
ящее время основным отработанным средством та-
кой диагностики являются радары частичных отра-
жений. Ионозонды и радары некогерентного рассея-
ния формально захватывают D-область, но имеют 
там точность хуже, чем радары частичных отраже-
ний [Акимов, Калинин, 2017]. Состояние D-слоя 
ионосферы влияет на характеристики электромаг-
нитных сигналов в диапазонах ИНЧ (0.3–3 кГц) и 
ОНЧ (3–30 кГц). Однако остается вопрос извлече-
ния максимального количества информации о со-
стоянии D-слоя из наземных измерений электромаг-
нитных сигналов в указанном диапазоне.  

В работе с помощью численного моделирования 
изучается влияние небольших (3–5 %) изменений 
концентрации электронов в D-слое ионосферы на 
характеристики электромагнитного сигнала на ча-
стоте 1500 Гц. Небольшие изменения концентрации 
электронов выбраны авторами с целью определения 
границ возможности диагностики D-слоя ионо-
сферы сигналами ИНЧ-диапазона. Показано, что эти 
изменения не влияют на амплитуду отдельных ком-
понент электромагнитного поля сигнала на уровне 
поверхности Земли, оказывают незначительное вли-
яние на отношение амплитуд напряженностей элек-
трического и магнитного полей и заметное влияние 
на разность фаз между напряженностями электриче-
ского и магнитного полей. Также исследовано влия-
ние горизонтальных размеров области повышенной 
концентрации на перечисленные характеристики 
сигнала.  

Для численного моделирования распространения 
сигналов ИНЧ-диапазона авторы использовали ра-
нее разработанную ими модель распространения 
электромагнитных сигналов в системе литосфера—
атмосфера—ионосфера. В модели численно инте-
грируется по времени система уравнений Максвелла 
на регулярной пространственной сетке. Для этого 
используется явная схема расщепления по про-
странственным направлениям и физическим про-
цессам с противопотоковой аппроксимацией про-
странственных производных (метод Годунова с кор-
рекцией потоков). Эта схема является консерватив-
ной, монотонной, имеет второй порядок точности 
по времени и третий по пространственным пере-
менным.  

В представленных численных экспериментах ав-
торы используют прямоугольную область модели-
рования и декартову систему координат, пренебре-
гая кривизной сферических слоев литосферы, атмо-
сферы и ионосферы по следующим причинам. 
Наибольший из горизонтальных размеров области 
моделирования примерно в шесть раз меньше ради-
уса Земли, а длина волны (~200 км) сравнима с раз-
мерами области моделирования. При таком соотно-
шении масштабов сигнал распространяется гори-
зонтально без многократных отражений от ионо-
сферы и литосферы. Целью моделирования является 
исследование влияния локальных неоднородностей 
концентрации электронов в D-области ионосферы 
на характеристики электромагнитного сигнала. 
Плоская геометрия области моделирования для всех 
представленных численных экспериментов будет 
давать одинаковую малую ошибку, которая не ока-
жет влияния на обсуждаемые закономерности в ха-
рактеристиках сигнала. 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ЗАДАНИЕ СРЕДЫ 

В представленной работе авторы подробно рас-
сматривают влияние незначительного повышения 
электронной плотности в нижней ионосфере в области 
высоких широт на прохождение электромагнитных 
волн ИНЧ-диапазона при различной конфигурации 
горизонтальных профилей электронной концентра-
ции. Параметры среды задавались следующим обра-
зом: концентрация нейтральных частиц — с помо-
щью эмпирической модели NRLMSISE-00; концен-
трация и температура электронов — с помощью 
эмпирической модели IRI 2016 с коррекцией по за-
писям средневолнового радиолокатора вертикального 
излучения для исследования нижней ионосферы, 
расположенного на радиофизическом полигоне «Ту-
манный» Полярного геофизического института в 
Мурманской области (69.0° N, 35.7° E) [Терещенко и 
др., 2003], во время и после солнечной вспышки 
15.03.2013, а именно 15.03.2013 в 09:00 UT (возму-
щенные условия, вспышка), 16.03.2013 в 09:00 UT 
(спокойные условия), 17.03.2013 в 06:00 UT (воз-
мущенные условия, магнитная буря) и 16.03.2013 
в 06:00 UT (спокойные условия). Вертикальные 
профили электронной плотности в указанных 
условиях показаны на рис. 1. Коррекция заключалась 
в перенесении тонкой структуры D- и E-областей, 
полученной по данным радиолокатора, на профили, 
полученные с помощью эмпирических моделей IRI 
2016 и NRLMSISE. 

Магнитная буря 17 марта 2013 г. была вызвана 
солнечной вспышкой М-класса 15 марта и началась 
с приходом к магнитосфере межпланетной ударной 
волны, которая проявилась на земной поверхности 
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Рис. 1. Аппроксимированные высотные профили концентрации электронов 15.03.2013 в 09:00 UT (а); 16.03.2013 в 

09:00 UT (б); 17.03.2013 в 06:00 UT (в) и 16.03.2013 в 06:00 UT (г) 

 
Рис. 2. Горизонтальные профили концентрации электронов для эксперимента по распространению электромагнит-

ной волны из спокойной области в возмущенную (а); из возмущенной области в спокойную (б); сквозь полосу повы-
шенной концентрации электронов (в) 

 
в виде SSC (sudden storm commencement) в 06:00 UT. 
В этот момент скорость солнечного ветра резко уве-
личилась с ~400 до ~650–700 км/с, Bz-компонента 
ММП стала отрицательной, что обеспечило постоян-
ное поступление энергии в магнитосферу. Индекс 
SYM-H, характеризующий интенсивность магнитной 
бури, упал до –100 нТл и оставался на этом уровне. 
Авроральный AE-индекс резко возрос до ~1000 нТл 
и оставался повышенным. АЕ-индекс показывал в 
16:00 UT появление другой авроральной активизации 
(увеличение AE до ~2500 нТл).  

Несмотря на высокий класс вспышки, радар ча-
стичных отражений на полигоне «Туманный» и мо-
дель IRI показали незначительное повышение кон-
центрации электронов на высотах D–E-областей 
ионосферы во время последующей магнитной бури. 
Авторы полагают, что такие условия хорошо подхо-
дят для разделения технически наблюдаемых и не-
наблюдаемых характеристик электромагнитных 
волн и выделения тех из них, которые могут быть 
использованы для создания методов косвенных ис-
следований ионосферы. 

Профиль проводимости литосферы был взят из 
работы [Korja et al., 2002], проводимость у поверх-
ности составляла 2∙10–5 См. 

Пространственная горизонтальная структура 
электронной плотности тоже может оказывать влия-
ние на получаемые результаты. Для обнаружения 
этого влияния были проведены три серии экспери-
ментов с горизонтальными профилями электронной 
плотности разных типов. Первая серия моделирует 
переход из спокойной области в область повышен-
ной концентрации электронов. Горизонтальный про-
филь электронной концентрации показан на рис. 2, а. 
Вторая серия моделирует переход из области повы-
шенной концентрации в спокойную область (про-
филь на рис. 2, б). Третья серия — прохождение по-
лосы повышенной концентрации (рис. 2, в). Для всех 
серий переход осуществлялся по функции Гаусса. 
При этом в первых двух изменялся горизонтальный 
градиент для обнаружения его влияния в области 
перехода на распространение электромагнитных 
волн, в третьей изменялась ширина полосы с 0.25λ 
до λ, где λ — длина волны. Магнитное поле было 



О.И. Ахметов, И.В. Мингалев, О.В. Мингалев,    O.I. Akhmetov, I.V. Mingalev, O.V. Mingalev, 
З.В. Суворова, В.Б.Белаховский, С.М. Черняков   Z.V. Suvorova, V.B. Belakhovsky, S.M. Chernyakov 

 102 

взято вертикальным, что характерно для высоких 
широт, его индукция составляла 5.3∙10–5 нТл. 

 
ОБЛАСТЬ МОДЕЛИРОВАНИЯ, 
ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СЕТКА 
И ИСТОЧНИК СИГНАЛА 

Во всех поставленных в работе численных экс-
периментах область моделирования представляла 
собой параллелепипед с основанием 512×1280 км, 
высотой в атмосфере 150 км и глубиной в лито-
сфере 50 км. Шаги сетки по горизонтали состав-
ляли 2 км, по вертикали в атмосфере 2 км и 0.5 км 
в литосфере. Шаг интегрирования по времени со-
ставлял 4∙10–6 с.  

На всех границах области моделирования при-
менялись специальные условия свободного ухода 
волны для минимизации влияния нефизических 
отражений на результаты моделирования. Авторы 
применяли для моделирования постоянно дей-
ствующий гармонический источник сигнала, а ре-
зультаты анализировались при прекращении всех 
процессов, связанных с прохождением первичного 
фронта сигнала (35-й период колебаний). Поэтому, 
несмотря на почти 100 % отражение сигнала от 
высокопроводящих литосферы и ионосферы, 
находящихся внутри области моделирования, для 
исключения любой возможности накопления 
ошибок на вертикальных гранях расчетной обла-
сти применялись такие же условия, как и на гори-
зонтальных. 

В качестве источника сигнала во всех представ-
ленных экспериментах используется поверхность 
одной из граней расчетной области. Такой источник 
сигнала позволяет задать не только амплитуду сиг-
нала во времени, но и ее распределение в простран-
стве; задержками можно сформировать фронт волны 
необходимой формы подобно тому, как это делается 
в плоской эквидистантной фазированной антенной 
решетке [Воскресенский и др., 2012]. В экспериментах, 
обсуждаемых в данной работе, моделировалась плос-
кая волна частотой 1500 Гц (длина волны ~200 км), 
излучаемая в область под прямым углом к плоскости 
источника. 

 
ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

Используемая в представленной работе модель 
распространения электромагнитных сигналов в вол-
новоде Земля—ионосфера с учетом инерции элек-
тронов в ионосфере построена на численном инте-
грировании по времени системы уравнений Макс-
велла на регулярной пространственной сетке с по-
мощью явной схемы. Используется расщепление по 
пространственным направлениям и по физическим 
процессам. В схеме чередуются шаги распростране-
ния по каждому направлению и шаги затухания и 
вращения электрического поля сигнала. Также на 
шагах распространения по пространственным 
направлениям используется противопотоковая ап-
проксимация пространственных производных (ме-
тод Годунова с коррекцией потоков). Схема является 
консервативной, монотонной, имеет второй порядок 

точности по времени и третий по пространственным 
переменным.  

Схема численного интегрирования урав-
нений Максвелла в литосфере 

Пусть r=(x, y, z) — декартовы координаты; t — 
время; E(r, t), D(r, t), H(r, t) и B(r, t) — напряжен-
ность и индукция электрического и магнитного 
полей; j(r, t) — плотность тока в момент времени t 
в точке с радиус-вектором r. Рассмотрим уравнение 
Фарадея и уравнение Максвелла в системе СИ 

rot ( , ), rot ( , ) ( , ).t t t
t t

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
B DE r H r j r  (1) 

В литосфере эти уравнения замыкаются законом 
Ома в форме 

( , ) ( ) ( , ),t t= σj r r E r  (2) 

где σ(r) — скалярная проводимость среды, и мате-
риальными уравнениями  

0 0( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , ),t t t t= ε ε = µ µD r r E r B r r H r  (3) 

где ε(r) и μ(r) — безразмерные относительные ди-
электрическая и магнитная проницаемости среды в 
низкочастотном пределе; ε0 и μ0 — электрическая и 
магнитная проницаемости вакуума.  

В представленных расчетах мы полагали, что в 
литосфере μ(r)=1, однако мы сохраним μ в даль-
нейших формулах, поскольку используемая мето-
дика позволяет рассматривать общий случай с пе-
ременной μ(r).  

Пусть 0 0 01/c = ε µ  — скорость света в вакууме; 

0( ) / ( ) ( )c c= ε µr r r  — скорость света в среде в точке 
с радиус-вектором r. Систему (1)–(3) можно записать 
в виде 

2
0

0

rot , rot .
c

t t
 ∂ ∂ σ

= − = − ∂ ∂ ε µ ε ε 

B E BE E  (4) 

Для численного интегрирования системы (4) 
применим метод расщепления по физическим про-
цессам. Общий шаг интегрирования разделяется на 
два подшага. Один из них — это подшаг распро-
странения, на котором интегрируется система урав-
нений 

2
0rot , rot ,

c
t t

 ∂ ∂
= − =  ∂ ∂ ε µ 

B E BE  (5) 

второй — подшаг затухания сигнала, на котором 
аналитически интегрируется система уравнений 

0t
∂ σ

= −
∂ ε ε
E E   

по формулам 
0

( )( , ) ( , ) exp .
( )

t t
 σ t

+ t = − ε ε 

rE r E r
r

 Пра-

вильное чередование подшагов расщепления обес-
печивает второй порядок точности по времени. 

Рассмотрим численное интегрирование системы 
(5). Введем перенормированные поля 



0( , ) ( , ),t c t=B r B r   0( , ) / ( ) ( , ),t c c t=E r r E r   
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а также вектор ( ) c= ∇M r  в представленных расче-
тах, равный ( ) ( ) / ( )c c= ∇ + ∇µ µM r r r  в общем слу-
чае. Умножая уравнение Фарадея на c0, получим 
уравнение 



rot(c ).
t

∂
= −

∂
B E  (6) 

Подстановка введенных обозначений в уравне-
ние Максвелла приводит это уравнение к виду 



( ) rot .c
t

∂  = − × ∂
E B M B  (7) 

Введем матрицы  ,xR   ,yR   zR  и нулевую мат-

рицу  :O  

 

 

0   0   0 0   0   1
0   0 1 , 0   0   0 ,
0   1   0 1  0   0

0 1    0 0   0   0
1    0    0 , 0   0   0 .
0    0    0 0   0   0

х y

z

   
   = − =   
   −   

−   
   = =   
   
   

R R

R O

 (8) 

Оператор rot в декартовых координатах можно 
представить в виде 

  rot .x y z
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂
a a aa R R R  (9) 

Введем шестимерные вектор-столбец перемен-

ных      ( ), , , , ,
T

x y z x y zB B B E E E=u  и вектор 

( )1 2 3 4 5 6, , , , , ,TF F F F F F=F  компоненты которого 
заданы формулами 

( ) 

1 2 3 4 5 60, , , .TF F F F F F  = = = = − × M B  (10) 

Используя обозначения (8), а также формулы (9) 
и (10), систему уравнений (6), (7) можно предста-
вить в виде векторного уравнения 

  

( ) ( ) ( ) ,x y z
c c c

t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂
u u u uA A A F  (11) 

где  ,xA   ,yA   zA  — симметричные матрицы разме-
ром 6×6, заданные формулами 



 

 



 

 



 

 

, ,

.

x y
x y

x y

z
z

z

   
   = =
   − −   
 
 =
 − 

O R O R
A A

R O R O

O R
A

R O

 (12) 

Векторное уравнение (11) задает шестимерную 
линейную гиперболическую систему уравнений 
первого порядка, записанную в консервативной 
форме. Ее правая часть F линейно зависит от ком-
понент вектора u. Для численного интегрирования 
таких систем разработано достаточно много раз-
ностных схем, в том числе схемы повышенного по-
рядка точности, которые применяются для уравне-
ний газовой динамики. Наиболее полное описание 

этих схем содержится в монографиях [Куликовский 
и др., 2012; Бисикало и др., 2013]. 

Используя метод расщепления по простран-
ственным направлениям, можно построить явные 
монотонные схемы численного интегрирования си-
стемы (11), которые сводятся к последовательному 
интегрированию одномерных по пространству ги-
перболических систем уравнений. На каждом вре-
менном шаге нужно последовательно проинтегри-
ровать три системы уравнений, например в таком 
порядке: 



( )


( )



( )

, ,

.

x yx y

z z

c c
t x t y

c
t z

′ ′∂ ∂′ ′′∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
′′′∂′′′∂

+ =
∂ ∂

u uu uA F A F

uu A F

 (13) 

При этом правые части систем (13) выбираются 
так, чтобы они не изменялись на своем шаге рас-
щепления и удовлетворяли равенству 

.x y z= + +F F F F  (14) 

Эти условия будут выполнены, если задать их по 
формулам 

 ( )0, 0, 0, 0, , ,
T

x z x y xM B M B= −F   

 ( )0, 0, 0, , 0, ,
T

y z y x yM B M B− −F   

 ( )0, 0, 0, , , 0 .
T

z y z x zM B M B−F   

На каждом шаге расщепления для двух компо-
нент магнитного поля и двух компонент электри-
ческого поля, ортогональных направлению шага, 
рассчитывается распространение сигнала конеч-
но-разностным способом. В качестве начальных 
условий для каждой системы уравнений в (13) 
берутся значения, рассчитанные на предыдущем 
шаге расщепления. Сохранить второй порядок 
аппроксимации по времени в схеме расщепления 
можно, если циклически изменять порядок вы-
полнения шагов расщепления, например, выпол-
няя сначала шаги по пространственным направле-
ниям в следующем порядке: xyz, yxz, zxy, xzy, yzx, 
zyx. Обоснование этого утверждения содержится, 
например, в монографиях [Бисикало и др., 2013; 
Ковеня и др., 1981]. 

Пусть заданы равномерная сетка по времени 
t n= t0+nτ, где τ — шаг по времени, и равномерная 
пространственная сетка в декартовых координатах, 
целые и полуцелые узлы которых заданы соотноше-
ниями 

( )
( ) ( )
( )

0 0 0

, ,

1/2 0 1/2 0

1/2 0

, , ,

, , ,

1 / 2 , 1/ 2 ,

1/ 2 ,

i x j y k z

i j k i j k

i x j y

k z

x x ih y y jh z z kh

r x y z

x x i h y y j h

z z k h
+ +

+

= + = + = +

=

= + + = + +

= + +

  

в которых hx, hy, hz — шаги сетки по осям X, Y, Z соот-
ветственно. Будем использовать для значений функ-
ции f в узлах сетки обозначения ( ), , , ,, .n

i j k n i j kf r t f=  
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Рассмотрим послойный переход для первой си-
стемы из (13), которая интегрируется на шаге рас-
щепления по направлению х. В этом случае пред-
ставим заданную первой формулой в (10) матрицу 
 xA  в виде    

1
,x

−
=A QΛQ  где Λ  — диагональная 

матрица, на диагонали которой стоят собственные 
числа матрицы  ;xA  Q  — матрица, столбцы которой 

есть правые собственные векторы матрицы  ,xA  опре-

деленные с точностью до множителя; 
1−

Q  — матрица, 

обратная .Q  Строки матрицы 
1−

Q  — левые соб-

ственные векторы матрицы  .xA  Эти матрицы по-
стоянны. Их можно взять в виде 





0   0    0   0   0    0
0   1    0   0   0    0
0   0 1   0   0    0

,
0   0    0   0   0    0
0   0    0   0   1    0
0   0    0   0   0 1

1      0      0     0     0     0
0    1/2

 
 
 
 −

=  
 
 
  − 

=

Λ

Q



1

    0     0     0   1/2
0      0    1/2  0   1/2    0

,
0      0      0    1     0     0
0      0 1/2   0   1/2   0
0 1/2     0    0     0   1/2

1   0   0   0    0    0
0   1   0   

−

 
 
 
 
 
 
 −
  − 

=Q

0    0 1
0   0   1   0 1    0

.
0   0   0   1    0    0
0   0   1   0    1    0
0   1   0   0    0    1

 
 − 
 −
 
 
 
  
    

С помощью введенных матриц  ,Λ  Q  и 
1−

Q  
первую систему уравнений в (13) представим в виде 
векторного уравнения 

  

1 ( ) .x
c

t x
−∂ ∂

+ =
∂ ∂
u uQΛQ F  (15) 

Введем вектор-столбец характеристических пе-
ременных (линеаризованные инварианты Римана) 

по направлению x, заданный формулой 

1
.

−
=w Q u  

Компоненты вектора w заданы формулами 
    

    

1 2 3

4 5 6

, , ,

, , .
x y z z y

x z y y z

w B w B E w B E

w E w B E w B E

= − = −

= = + = +   

Умножим уравнение (15) слева на матрицу 
1
.

−
Q  

В результате получим векторное уравнение 

 

1( ) ,x
c

t x
−∂ ∂

+ =
∂ ∂
w wΛ Q F  (16) 

которое является системой из шести скалярных 
уравнений для характеристических переменных.  

В итоге численное интегрирование первой си-
стемы из (13) сводится к численному интегрирова-
нию четырех независимых одномерных по про-
странству уравнений переноса (16) для характери-
стических переменных 

   

   

2 3

5 6

, ,

, .
y z z y

z y y z

w B E w B E

w B E w B E

= − = −

= + = +
  

Это интегрирование выполняется с помощью яв-
ной противопотоковой схемы, имеющей третий по-
рядок точности по пространству и второй — по 
времени. Эта схема подробно описана в работах 
[Мингалев и др., 2018а, б].  

Рассмотрим кратко основные идеи, лежащие в 
основе численной схемы.  

Схема численного интегрирования урав-
нений Максвелла в ионосфере 

Для ионосферы мы полагали, что безразмерная 
относительная магнитная проницаемость среды 

( ) 1µ =r  и выполняется формула 0( , ) ( , ).t t= µB r H r  
Также мы полагали, что имеет место поляризация 
плазмы ( ) 0, ( , ) ( , ),t t t= ε +D r E r P r  где ( , )tP r  — 
вектор поляризации, причем плотность тока поляри-
зации / t∂ ∂ =Р j  совпадает с полной плотностью 
тока в плазме. Уравнение Фарадея и уравнение 
Максвелла в этом случае принимают вид 

2
0

0

2rot , rot .c
t t

∂ ∂
= − = −

∂ ∂ ε
B EE B j  (17) 

Система (17) замыкается уравнением для плотности 
тока электронов, вызванного полем сигнала: 

[ ] 2
e e e 0 ,v

t
∂

= − −Ω × +ω ε
∂

j j j b E   

где ve — частота столкновений электронов, 
e вн e/e mΩ = B  — гирочастота электронов, Ввн — 

внешнее геомагнитное поле, вн вн/ ,=b B B  

( )2 2
e e e 0/e n mω = ε  — квадрат плазменной частоты 

электронов. 
В ионосфере, как и в литосфере, применяется 

метод расщепления по физическим процессам. 
Правильное чередование подшагов расщепления 
обеспечивает второй порядок точности по времени. 
На подшаге распространения учитывается только 
распространение сигнала и численно интегрируется 
система уравнений  

2
0rot , rotc

t t
∂ ∂

= − =
∂ ∂
B EE B  (18) 

с помощью той же схемы, что и система (5) в лито-
сфере.  

На подшаге затухания и вращения сигнала маг-
нитное поле сигнала не изменяется и учитываются 
только затухание электрического поля и его враще-
ние за счет внешнего геомагнитного поля. При этом 
в каждой точке расчетной сетки аналитически инте-
грируется система уравнений 
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[ ] 2
e e e 0

0

2 , .v
t t

∂ ∂
= − = − −Ω × +ω ε

∂ ε ∂
E jj j j b E  (19) 

Эта система разделяется на две независимых си-
стемы для продольных электрического поля 

( , )E = b j


 и тока ( , )j = b j


  

2
e e 0

0

2 ,
E j

j v j E
t t

∂ ∂
= − = − +ω ε

∂ ε ∂
 

  

 (20) 

и поперечных
 
электрического поля E⊥ = −E E b



 и 

тока :j⊥ = −j j b


 

[ ]
0

2
e e e 0

2 ,

.

t

v e
t

⊥
⊥

⊥
⊥ ⊥ ⊥

∂
= −

∂ ε

∂
= − −Ω × +ω

∂

E j

j j j b E
 (21) 

Системы (20) и (21) являются автономными ли-
нейными системами однородных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ) с постоянными коэффициен-
тами. Решения задачи Коши для этих систем выра-
жаются достаточно громоздкими аналитическими 
формулами.  

В той части ионосферы, где выполнено неравен-
ство e 20,v t ≥  системы (20) и (21) заменяются на 
более простые уравнения и систему,  

[ ]

2
e

e

2
e e e

2 2
ee e

2
,

2
,

E
E

t v

v
t vv
⊥

⊥ ⊥

∂ ω
= −

∂

 ω Ω∂
= − − × ∂ +Ω  

E E E b





  

которые также имеют аналитические решения задачи 
Коши.  

Изложенная схема позволяет учесть частотную 
дисперсию и моделировать распространение широ-
кополосных сигналов произвольной формы. 

Условия на границе области моделиро-
вания 

В модельных экспериментах на всех внешних 
границах было задано граничное условие свободного 
ухода волны, что достигалось обнулением входящего 
из-за пределов области моделирования потока. 
Такой подход позволяет получить низкие коэффи-
циенты отражения плоской волны от границ области 
моделирования: для волн, падающих под углом от 
80° до 90°, отношение амплитуды отраженной волны 
к амплитуде падающей плоской волны не превышает 
0.01. При угле падения 60° это отношение состав-
ляет уже ~0.05, при угле 45° — ~0.16, при угле 27° 
— ~0.33, а при угле 18.4° — ~0.43 [Мингалев и др., 
2018а]. Для сравнения: метод FDTD (finite-
differences time-domain method) [Yee, 1966] при 
применении простых граничных условий, таких как 
условия Мура [Mur, 1981] и Лиао [Liao, 1984], дает 
отражения порядка 0.1…1 %, но только при падении 
волны на границу под прямым углом. При падении 
под острым углом коэффициент отражения растет 
до 100 % при падении по касательной. Однако при 

использовании непрерывно действующего источ-
ника даже столь малых отражений, которые по-
рождает применяемая схема, достаточно для 
накопления ошибок в области моделирования, по-
этому возникает необходимость использования 
методов подавления, подобных PML (perfectly 
matched layer), использующихся в FDTD-моделях 
[Berenger, 1994]. Именно такой тип источника при-
менялся в представленных авторами экспериментах, 
что привело к необходимости адаптации и примене-
ния метода PML. Разделение схемы по простран-
ственным переменным и физическим процессам 
позволяет применять профиль электрических и маг-
нитных потерь, предложенный Беренгером, непо-
средственно к потокам противопотоковой схемы на 
границе области моделирования. Геометрический 
профиль потерь внутри отдельного слоя имеет вид 

( / )0 0
0

ln( )
( ) ln( ) ,

2 ( 1)
r x

N

c g
r R g

x g
∆ε

r = −
∆ −

 (22) 

где g — коэффициент геометрической прогрессии; 
Δx — шаг по пространству; c0 — скорость света; N — 
номер PML-слоя, считая от интерфейса счетного 
региона и границы; r — расстояние от границы; R0 — 
коэффициент отражения от первого слоя. В пред-
ставленных численных экспериментах авторы ис-
пользуют профиль потерь, рассчитанный по формуле 
(22) со следующими параметрами: R0=0.01 (1 %), 
коэффициент прогрессии g=2.15, количество слоев 
14. Несмотря на то, что коэффициент отражения от 
первого слоя не меньше, чем характерный для дан-
ной схемы при обнулении исходящих потоков на 
углах падения 80°–90°, а на практике даже больше 
вследствие отражений от последующих слоев, основ-
ным преимуществом метода PML является его крайне 
слабая зависимость от угла прихода электромагнитной 
волны. Данную особенность демонстрирует и адапти-
рованный для противопотоковой схемы вариант. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Авторами были проведены численные экспери-
менты семи типов: четыре эксперимента — с мо-
дельной областью, однородной по горизонтали и 
вертикальными профилями электронной плотности, 
как на рис. 1; три серии экспериментов — с перехо-
дом в направлении распространения волны, пред-
ставленные на рис. 2. Модельный сигнал, исследуе-
мый для всех представленных в работе численных 
экспериментов, задавался синусоидальной функцией 
с частотой 1500 Гц. Авторы не обсуждают переход-
ные процессы, связанные с началом счета и прохож-
дением фронта волны через области с не нулевым 
горизонтальным градиентом концентрации электро-
нов. Все обсуждаемые далее результаты получены 
для устоявшегося режима (30-й –35-й периоды коле-
баний от начала моделирования). В связи с этим 
анализировать непосредственно временные формы 
компонент электромагнитного сигнала нецелесооб-
разно, так как они идентичны исходному сигналу. 
Далее авторы сравнивают и обсуждают отдельные 
характеристики электромагнитного сигнала, такие 
как амплитуда и фаза, а также их производные. 
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Рис. 3. Разность амплитуд в процентах для электрического (а) и магнитного полей (б) для случаев распространения 

сигнала, когда вся область имела профиль электронной концентрации, характерный для спокойных условий 
16.03.2013 в 06:00 UT и когда горизонтальный профиль концентрации электронов имел переход из спокойной области в 
область с повышенной концентрацией электронов  

 
На рис. 3, а изображена разность амплитуд в 

процентах основной компоненты электрического 
поля волны для случаев распространения сигнала, 
когда вся область имела профиль электронной кон-
центрации, характерный для спокойных условий 
16.03.2013 в 06:00 UT и когда горизонтальный про-
филь концентрации электронов имел переход из 
спокойной области в область с повышенной концен-
трацией электронов, которая имела профиль, ха-
рактерный для условий магнитной бури 17.03.2013 
в 06:00 UT. На рис. 3, б изображена разность ампли-
туд основной компоненты магнитного поля волны в 
тех же экспериментах. На рис. 4, а, б изображена 
разность амплитуд основной компоненты электри-
ческого и магнитного полей волны для случаев рас-
пространения сигнала, когда вся область имела 
профиль электронной концентрации, характерный 
для условий магнитной бури 17.03.2013 в 06:00 UT 
и когда горизонтальный профиль концентрации 
электронов имел переход из области с повышенной 
концентрацией электронов в спокойную область, 
которая имела профиль, характерный для 
16.03.2013, 06:00 UT. Видно, что распространение 
через области как положительного, так и отрица-
тельного горизонтального градиентов электронной 
плотности оказывает влияние на амплитудные ха-
рактеристики электромагнитных волн тем сильнее, 
чем выше градиент в области перехода. Однако в 
случае слабых возмущений электронной плотности 
изменения амплитуд основных компонент электро-
магнитного поля не достаточны для регистрации 
методами наземных наблюдений. 

Анализ прохождения электромагнитной волной 
полосы повышенной концентрации электронов, рас-
положенной перпендикулярно направлению распро-
странения и параллельно плоскости волны, не вы-
явил значительного влияния на амплитудные харак-
теристики сигнала, независимо от соотношения ши-
рины полосы и длины волны. Очевидно, что отдель-
ная регистрация компонент электромагнитного поля 
не может быть использована для анализа слабых 
возмущений концентрации электронов в ионосфере, 
так как амплитудный отклик на них не превышает 
значений фонового шума. 

Ситуация несколько улучшается в случае сов-
местного анализа электрических и магнитных ком-
понент электромагнитного поля. На рис. 5 показаны 
графики волнового сопротивления среды, рассчиты-
ваемого как отношение напряженностей магнитного 
и электрического полей для случаев горизонтально 
однородной среды с вертикальными профилями 
всех типов, представленных на рис. 1, и для случаев 
прохождения полосы повышенной концентрации 
электронов шириной λ и 0.25λ. Видно, что такой 
подход позволяет достаточно четко отделять случаи 
с наличием областей возмущений электронной 
плотности в ионосфере на радиотрассе от случаев 
спокойных условий, но слабо реагирует как на ве-
личину возмущений электронной плотности, так и 
на горизонтальную структуру данных возмущений. 
Для реализации данного подхода при анализе дан-
ных регистрирующая аппаратура в случае плоской 
волны, распространяющейся в плоскости волновода 
Земля—ионосфера, должна позволять фиксировать 
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Рис. 4. Разность амплитуд в процентах для случаев распространения сигнала, когда вся область имела профиль элек-

тронной концентрации условий магнитной бури 17.03.2013 в 06:00 UT и когда горизонтальный профиль концентрации 
электронов имел переход из области с повышенной концентрацией электронов в спокойную область: а — напряжен-
ность электрического поля; б — напряженность магнитного поля  

 
Рис. 5. Волновое сопротивление среды 
 

вертикальную компоненту электрического поля и 
две горизонтальные компоненты магнитного поля. В 
случае волн другого типа или произвольного 
направления распространения необходима фиксация 
всех шести компонент электромагнитного поля. 

На рис. 6 показаны разности фаз напряженностей 
магнитного и электрического полей для случаев го-
ризонтально однородной среды с вертикальными 
профилями всех типов, представленными на рис. 1, 

и для случаев прохождения полосы повышенной 
концентрации электронов шириной λ и 0.25λ. Видно, 
что фазовые характеристики наиболее сильно диф-
ференцированы в зависимости от величины возму-
щения электронной плотности как в случае измене-
ния вертикального профиля концентрации электро-
нов, так и в случае горизонтального профиля в срав-
нении с ранее рассмотренными. Очевидно, что оста-
ется неопределенность, какого типа возмущение выз- 
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Рис. 6. Разность фаз между напряженностями электрического и магнитного полей 
 

вало изменение фазы в каждом конкретном случае. 
Также остается вопрос зависимости сдвига фазы от 
формы профиля электронной концентрации, а также 
ее величины для волн различных диапазонов. Эти и 
многие другие вопросы требуют дополнительной 
проработки, выходящей за рамки представленной 
работы. 

Для проведения анализа фазовых характеристик 
необходимо при регистрации компонент электро-
магнитного поля осуществлять точную привязку по 
времени регистрируемых электрических и магнитных 
компонент. В случае создания сети приемников, что 
может помочь с идентификацией горизонтальных 
ионосферных неоднородностей, необходимо обеспе-
чить точную привязку по времени регистрируемых 
компонент поля к мировому времени, как, например, 
это делается в работе [Пильгаев и др., 2008]. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Методами численного эксперимента авторами 
выполнена задача определения характеристик элек-
тромагнитных волн ИНЧ-диапазона, регистрируе-
мых на уровне приземного слоя, несущих макси-
мальное количество информации о состоянии вол-
новода Земля—ионосфера.  

Выявлено влияние горизонтальных градиентов 
концентрации электронов на амплитуду электро-
магнитных сигналов ИНЧ-диапазона при переходе 
между областями с различными характеристиками 
волновода Земля—ионосфера. Показано, что в слу-
чае незначительных изменений электронной плот-
ности изменения амплитуды электромагнитного 
сигнала незначительны и не превышают 1 %. 

Выявлено существенное влияние вида верти-
кального профиля электронной концентрации на 
волновое сопротивление среды и разность фаз между 
магнитной и электрической компонентами. Показа-
но, что в случаях увеличения концентрации элек-
тронов в D-области волновое сопротивление среды 
увеличивается, а компонента электромагнитного поля 
E начинает запаздывать относительно H. По мнению 
авторов, отставание фазы электрического поля от 
магнитного обусловлено инерцией электронов и их 
столкновениями с нейтральными частицами ионо-
сферы. Вызванная электрическим полем сигнала 
плотность электрического тока влияет на сдвиг фаз 
между моментами достижения максимальных зна-
чений электрическим и магнитным полями сигнала 
в фиксированной точке ионосферы. 

На основании проведенных расчетов можно сде-
лать вывод, что минимально пригодные для монито-
ринга состояния ионосферы наземные системы реги-
страции ИНЧ-волн должны содержать в своем соста-
ве три регистратора: один для вертикальной электри-
ческой компоненты и два для горизонтальных маг-
нитных компонент электромагнитного поля. При 
этом важно обеспечить качественную синхрониза-
цию между регистраторами и мировым временем. 

Исследование выполнено при поддержке гранта 
Российского научного фонда (проект № 18-77-10018). 
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