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Аннотация. Статья посвящена особенностям изучения дейст-
вительных чисел в рамках дисциплины «Алгебра и начала 
анализа» в средней общеобразовательной школе. Тема 
«Действительные числа» не является легкой для понимания, 
часто вызывает затруднения у учащихся. Однако изучению 
этой темы в настоящее время уделяется недостаточно внима-
ния и времени. Следствием этого является непонимание 
школьниками и выпускниками школ, что собой представля-
ют действительные числа, иррациональные числа. В то же 
время понятие действительного числа необходимо для даль-
нейшего успешного изучения математики. Для повышения 
эффективности изучения этой  темы и формирования четко-
го представления о различных числах предложено существен-
но дополнить материал современных школьных учебников, 
увеличить количество часов на изучение действительных 
чисел, а также включить в школьный курс алгебры разделы 
«Комплексные числа» и «Алгебраические структуры».

Abstract. The article is devoted to the study of the peculiarities of 
real numbers in the discipline "Algebra and analysis" in the second-
ary school. The theme of "Real numbers" is not easy to understand 
and often causes difficulties for students. However, the study of this 
topic is now being given enough attention and time. The consequence 
is a lack of understanding of students and school-leavers, what 
constitutes the real numbers, irrational numbers. At the same time 
the notion of a real number is required for further successful study 
of mathematics. To improve the efficiency of studying the topic 
and form a clear idea about the different numbers offered to add 
significantly to the material of modern textbooks, increase the 
number of hours in the study of real numbers, as well as to include 
in the school course of algebra topics "Complex numbers" and 
"Algebraic structures".
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I. введение

В настоящее время программы изучения мате-
матики в общеобразовательных школах по учебни-
кам, рекомендованным Министерством образования 
и науки Российской Федерации, предполагают по-
следовательное изучение школьниками натуральных 
чисел, дробей, целых чисел, рациональных чисел, 
иррациональных чисел и действительных чисел. 
Процесс изучения чисел начинается в 1-м классе 
начальной школы знакомством с натуральными 
числами, которые используются для счета предме-
тов, далее на наглядных примерах вводятся дроби, 
целые числа, рациональные числа. Завершением 
расширения понятия о числе в средней общеобра-
зовательной школе является изучение в 10–11-х 

классах иррациональных и действительных чисел в 
курсе предмета «Алгебра и начала анализа». Порядок 
изучения различных чисел совпадает с порядком их 
появления в ходе развития математики как науки.

Последовательный процесс изучения новых, 
«более сложных» чисел на протяжении всего курса 
математики в школе должен способствовать осо-
знанному и твердому усвоению учащимися знаний 
о числах. Однако заметная часть выпускников сред-
них общеобразовательных школ (в том числе успеш-
но сдавших итоговые экзамены, поступивших на 
технические и экономические направления обуче-
ния в вузы) не может объяснить, что такое дейст-
вительные числа, иррациональные числа и др. 
Проблема эта, конечно, заключается не в запоми-
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нании формулировки, а в отсутствии понимания 
причин появления различных чисел с развитием 
математики как науки, отсутствии осознания того, 
как расширяется понятие числа с добавлением но-
вых возможных операций, и т. д. 

Сложившаяся ситуация приводит к тому, что 
дальнейшее изучение предметов школьного курса 
«Алгебра и начал анализа», «Геометрия», а также 
дисциплин образовательных программ высшего 
образования «Математика», «Высшая математика», 
«Математический анализ» и др. становится значи-
тельно менее осознанным и более затруднительным. 
Понятие действительного числа — одно из фунда-
ментальных понятий математики, на нем строится 
дальнейшее математическое образование. Без ясно-
го понимания того, что представляют собой дейст-
вительные числа, учащийся не может осмысленно 
находить приближенные значения величин, вычи-
слять пределы последовательностей и производные 
функций и т.д. 

О сложностях изучения иррациональных чисел 
в средней школе и возможных способах преодоле-
ния этой проблемы писал советский математик  
Г.М. Фихтенгольц [19]. Среди разнообразия методов 
изучения иррациональных чисел, предложенных в 
этой публикации, есть и применение возможностей 
школьного курса геометрии при доказательстве 
следующей леммы: «Прямая, параллельная какой-
нибудь стороне треугольника, отсекает от него тре-
угольник, подобный данному». В процессе доказа-
тельства рассматриваются два случая: когда отрезки 
имеют общую меру и не имеют общей меры. Автор 
обращает внимание на эту ситуацию как на возмож-
ность подготовки учеников к изучению иррацио-
нальных чисел, так как лемма доказывается в курсе 
планиметрии, т.е. раньше, чем начинается целена-
правленное изучение иррациональных чисел.

Среди работ отечественных авторов нашего вре-
мени необходимо выделить труды В.Ф. Чаплыгина 
[20; 21], в которых учителю даны рекомендации по 
применению наглядно-интуитивного подхода к 
данному материалу, а также активному использова-
нию задач по изучаемой теме. 

В соответствии с актуальными изменениями в 
образовательных стандартах школьного образова-
ния и введением многоуровневых учебников по 
алгебре и началам анализа в публикации [18] пред-
ставлены некоторые методические особенности 
преподавания темы «Действительные числа» на 
профильном уровне. 

Среди педагогических разработок можно также 
отметить рекомендации по изучению иррациональ-

ных чисел с помощью самоподобных визуальных 
моделей [5].

В качестве наглядной, дополнительной инфор-
мации при подготовке к урокам по данной теме 
можно использовать материал, предложенный в 
статье [14], где приведена иллюстрация связи меж-
ду иррациональными числами, золотым сечением 
и пропорциями.

Из множества исследований современных зару-
бежных авторов отметим публикацию [22], в кото-
рой с помощью педагогического эксперимента ана-
лизируется роль следующих фактов: 
• существование несоизмеримых величин;
• информация о том, что рациональные числа не 

закрывают непрерывно всю числовую ось в со-
здании представления об иррациональных числах.
В исследовании [24] приведены результаты ис-

пытаний над группами учащихся, проведенных с 
целью выявления проблем в восприятии иррацио-
нального числа, а также предлагаются общие реко-
мендации по формированию верного представления 
об этих числах.

В публикации [23] представлена анкета для уча-
щихся с целью выявления проблемных мест в вос-
приятии иррациональных, рациональных и дейст-
вительных чисел, сравнения чисел между собой  
и т.д., подробно описан эксперимент над группами 
испытуемых и проведен анализ результатов. 
Проведенное испытание подтверждает наличие 
трудностей у учащихся в идентификации иррацио-
нальных чисел.

II. анализ методики изучения действительных 
чисел в школе

Согласно программам, которые соответствуют 
учебникам для общеобразовательных школ, исполь-
зующимся в настоящее время, на изучение дейст-
вительных чисел, на наш взгляд, отводится недо-
статочное количество времени. Например, в учеб-
нике [8] информация о действительных числах 
содержится в разделе «Сведения из истории», ко-
торый школьники чаще всего просматривают мель-
ком или пропускают, а в учебнике [1] изучению 
действительных чисел просто уделяется крайне мало 
внимания. Отсутствует четкая, обобщающая, на-
глядная и доступная информация о том, что мно-
жество действительных чисел содержит все ранее 
изученные в школьном курсе математики числа.  
В каком порядке изучаются числа в школьном кур-
се математике и почему — эти сведения чаще всего 
остаются в памяти учеников в виде разрозненной 
информации.

НИР. Социально-гуманитарные исследования и технологии (№ 1(18), 2017).  100:65-70
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Учебный материал, связанный с понятием дей-
ствительных чисел, не самый простой для воспри-
ятия школьника, требует особого внимания и труда 
от учителя. Для эффективного усвоения этого ма-
териала учащимися необходима четкая, логически 
обоснованная система тщательно подобранной те-
оретической информации, включающая наглядные 
примеры и практические задания, которых в выше-
указанных современных учебниках нет или содер-
жится недостаточное количество. При этом следует 
учесть, что программа предмета «Алгебра и начала 
анализа» 10–11-х классов содержит значительное 
количество нового материала. Выделить дополни-
тельное время для обобщения информации о числах 
учителю достаточно непросто. 

Следует также отметить, что контрольно-изме-
рительные материалы единого государственного 
экзамена практически не включают в себя задания 
на проверку знаний испытуемых о различных видах 
чисел, понимания разницы между ними [16]. Это 
опять же приводит к тому, что в учебном процессе 
данному материалу часто уделяют значительно мень-
ше времени, чем следует, отдавая приоритет зада-
ниям из разделов школьного курса, которые могут 
быть включены в КИМ ЕГЭ. Значительная часть 
времени в старших классах отведена на подготовку 
учащихся к сдаче ЕГЭ, отработку частных навыков 
решения определенного набора заданий, при этом 
в жертву приносится глубина и системность знаний 
по предмету.

В школьной программе изучаются иррациональ-
ные числа π и e, что, казалось бы, должно способ-
ствовать лучшему усвоению иррациональных чисел, 
иллюстрировать их наличие и применение в мате-
матике. Число π появляется при изучении окруж-
ности в курсе планиметрии и используется в фор-
мулах, связанных с окружностью, а в курсе стерео-
метрии — при вычислении площади поверхности и 
объема тел вращения. Как правило, выпускники 
помнят, что π является постоянной величиной, 
выражающей отношение длины окружности к диа-
метру, помнят и умеют использовать формулы,  
в которых есть это число. Но наличие числа e в 
школьных учебниках для учащихся практически 
необъяснимо: оно появляется либо как основание 
показательной функции, значение производной 
(тангенс угла наклона касательной) которой в точ-
ке x

0
 = 0 равно 1 [3; 8], либо как основание при 

определении натурального логарифма [1], необхо-
димость наличия которого в школьной программе 
тоже не вполне очевидна. Поскольку, как правило, 
второй замечательный предел не изучается в курсе 

предмета «Алгебра и начала анализа» общеобразо-
вательной школы, число e чаще всего остается в 
памяти школьников лишь как основание показа-
тельной функции y = ex, производная которой сов-
падает с исходной функцией. Знание этого факта 
не добавляет ничего нового к пониманию, что такое 
иррациональные числа.

Из вышесказанного следует сделать вывод: со-
держание учебного материала и отведенное коли-
чество часов на изучение действительных чисел в 
современных учебниках для общеобразовательной 
школы не способствуют глубокому и четкому усво-
ению понятий иррациональных и действительных 
чисел, развитию умений работать с числовыми мно-
жествами, правильному представлению о разных 
видах чисел. 

III. выявление дидактических особенностей и 
акцентов при изучении темы «Действительные 
числа» 

Выходом может являться ряд мер, способствую-
щих более эффективному усвоению школьниками 
знаний о числах. Вспомним, что изучению различ-
ных числовых множеств уделялось значительное 
внимание в некоторых отечественных школьных 
учебниках прошлого столетия. Приведем несколь-
ко примеров.

Например, в главе II части I учебника [9] при-
веден краткий исторический обзор, иллюстрирую-
щий, как от натуральных чисел, используемых пер-
воначально для счета предметов, человек последо-
вательно подошел к действительным числам. Здесь 
внимание уделяется причинам появления новых 
видов чисел — невозможности выполнить опреде-
ленные операции над имеющимися числами.  
С помощью наглядных примеров обосновано по-
явление действительных чисел. Отдельно следует 
отметить материал, посвященный геометрическо-
му изображению действительных чисел, также 
значительное место занимает информация о дей-
ствиях над числами. В главе XI части II предусмо-
трено повторение известных из курса средней 
школы законов умножения и сложения чисел, 
вводятся понятия числового поля и кольца, рас-
сматриваются поле рациональных чисел, кольцо 
целых чисел, кольцо действительных чисел. 
Предложены практические задания для усвоения 
определений поля и кольца. Затем при расширении 
поля действительных чисел таким образом, чтобы 
было выполнимо извлечение корней для всех дей-
ствительных чисел, вводится понятие комплексно-
го числа и множество комплексных чисел, вклю-
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чающее в себя все ранее изученные числовые мно-
жества. 

Обсуждение понятий числового поля и кольца, 
задания, связанные с этими понятиями помогают 
осознать замкнутость числовых множеств относи-
тельно тех или иных операций. Эти понятия не 
являются лишними, сложными для восприятия, они 
основаны на свойствах чисел, которые известны и 
применяются школьниками: коммутативность, ас-
социативность и др. Умение знать и различать ал-
гебраические структуры поможет ясному пониманию 
взаимосвязей между различными понятиями и раз-
делами курса математики, будет способствовать 
структурности знаний учащихся. Потенциал изуче-
ния алгебраических структур в старших классах 
школы в формировании мировоззрения учащихся, 
развитии умений делать логические выводы, обо-
бщать, абстрагироваться от несущественного, от-
мечается, например, в исследовании [2]. 

Следует отметить, что учебник [9] использовал-
ся в основном в средних школах с углубленным 
изучением математики. Однако информация о дей-
ствительных и комплексных числах в этом учебни-
ке изложена наглядно и доступно и может быть 
использована и в обычных общеобразовательных 
школах для формирования у учащихся достоверно-
го и четкого представления об иррациональных, 
действительных и комплексных числах.

В качестве другого примера можно назвать счи-
тавшийся в СССР одним из эталонных школьных 
учебников по алгебре для общеобразовательной 
школы на протяжении многих десятилетий учебник 
А.П. Киселева, переизданный в 2006 г. [7]. Это учеб-
ное пособие высоко ценится учителями математи-
ки и в наше время, несмотря на то, что содержание 
школьного курса алгебры изменилось достаточно 
давно и преподавание ведется по принципиально 
другим учебникам. Обучение школьников по дан-
ному учебнику предполагает значительно более 
подробное изучение иррациональных чисел  
(часть II) по сравнению с современными школьны-
ми учебниками, например, много внимания уделя-
ется вычислению приближенных корней из числа. 
Подчеркивается, что множество иррациональных 
чисел не ограничивается числами, полученными 
извлечением корней из рациональных чисел, а со-
держит также числа, которые не могут быть полу-
чены с помощью арифметических действий над 
рациональными числами. Так же, как и в предыду-
щем учебнике [9], в содержание этого учебного 
издания входят комплексные числа и действия над 
ними, геометрическая интерпретация комплексных 

чисел, тригонометрическая форма комплексного 
числа и действия над комплексными числами, вы-
раженными в тригонометрической форме. 

Отдельно следует сказать о комплексных числах, 
которые неоднократно исчезали из школьной про-
граммы, а затем вновь возвращались. В настоящее 
время комплексные числа включены в материал 
небольшого числа школьных учебников, например 
[4; 13; 15]. Однако в учебнике [15] тема «Комплексные 
числа» отмечена как материал для изучения мате-
матики на профильном уровне, учебник [13] пред-
назначен для профильного уровня, а учебник [4] 
предназначен для школ и классов с углубленным 
изучением математики.

Отдельно отметим, как логично, наглядно и есте-
ственно вводится понятие комплексного числа в 
учебном издании [13] — в процессе обсуждения 
невозможности выполнения определенных действий 
на числовых множествах. Учащимся для рассмотре-
ния предлагается таблица с известными числовыми 
множествами и алгебраическими операциями, до-
пустимыми всегда и допустимыми частично. Множество 
комплексных чисел вводится как множество, на 
котором допустимы все алгебраические операции. 
Исходя из этого, выдвигаются минимальные усло-
вия, которым должны удовлетворять комплексные 
числа, вводится определение комплексного числа 
и действий над комплексными числами.

Следует отметить, что изучение комплексных 
чисел в курсе математики общеобразовательной 
школы не только способствовало бы углублению и 
систематизации представления о числах, но и яв-
лялось бы наглядной иллюстрацией исторического 
развития понятия числа, а также логично бы завер-
шало изучение понятия числа в школьной програм-
ме. Кроме того, комплексные числа были бы по-
лезны в школьной программе как раздел математи-
ки, в котором применяются многие знания и умения, 
полученные учащимися при изучении алгебры и 
тригонометрии. 

Ниже приведены рекомендации по повышению 
эффективности изучения темы «Действительные 
числа», которые авторы данной статьи считают 
целесообразными:
1) расширить и углубить теоретический и практи-

ческий материал об иррациональных и действи-
тельных числах в учебниках общеобразователь-
ной школы. Это можно сделать, например, осно-
вываясь на материале изданий [9] и [7]. Полезный, 
наглядный и доступный (в том числе для само-
стоятельного изучения школьниками) материал 
об иррациональных числах также представлен в 
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книге для учащихся [17, с. 104–113]. Интересны 
и полезны школьному учителю будут методи-
ческие рекомендации, предложенные россий-
ским ученым и педагогом В.Ф. Чаплыгиным 
[20; 21];

2) ввести в материал курса «Алгебра и начала ана-
лиза» понятия алгебраических структур: группы, 
кольца и поля. Материал должен содержать при-
меры уже известных (ранее не определенных) 
алгебраических структур: группа целых чисел с 
операцией сложения, группа рациональных чи-
сел с операцией сложения, группа рациональных 
чисел без нуля с операцией умножения, кольцо 
целых чисел, поле рациональных чисел, поле 
действительных чисел. Рекомендации по изуче-
нию теории групп в школе предложены, напри-
мер, в публикации [6]; 

3) включить тему «Комплексные числа» в матери-
ал курса «Алгебра и начала анализа». Тема «Ком-
плексные числа» должна изучаться после окон-
чания изучения действительных чисел (как за-
вершение изучения понятия числа в школе) и 
тригонометрии (в материал темы входит триго-
нометрическая форма комплексного числа). Это 

дополнение можно осуществить, используя, на-
пример, материал учебников [7; 9; 13]. Значительное 
количество различных практических заданий на 
усвоение и проверку полученных знаний и уме-
ний предложено на электронном ресурсе для 
педагогов [12]. 

IV. заключение

Решением проблем, возникающих при изучении 
темы «Действительные числа» в школе, уже много 
десятилетий занимаются российские и зарубежные 
ученые и педагоги-практики. Формирование поня-
тия «действительное число» вызывает затруднения 
у учащихся в силу существенных отличий от чисел, 
изучаемых ранее. В то же время этот материал яв-
ляется необходимой основой для дальнейшего успеш-
ного изучения математики. С целью систематизации, 
обобщения и углубления знаний школьников о 
действительных числах материал актуальных школь-
ных учебников для общеобразовательной школы  
(в том числе и для базового уровня изучения мате-
матики) должен быть существенно переработан и 
расширен, а количество часов, отведенное на из-
учение действительных чисел, увеличено.
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