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Классификация линейчатых 
поверхностей 

Аннотация. В данной работе сделана попытка системати-
зировать все линейчатые поверхности, включая давно извест-
ные, в единой классификации. Систематизация основана на 
вышедших ранее работах под названием «Общие принципы 
задания линейчатых поверхностей», части 1, 2 и 3, которые 
вышли в журнале «Геометрия и графика» в издательстве 
ИНФРА-М в 2018 и 2019 гг., а также в 2024 г. с названием 
«Расширение вариантов формирования линейчатых поверх-
ностей». Получилась довольно-таки разветвленная система, 
имеющая или не имеющая плоскостей параллелизма, подраз-
деляющаяся на две системы, в первой из которых имеются в 
качестве направляющих только линии и кривые поверхности, 
а во второй добавляется плоскость, к которой образующие 
находятся под определенным углом. Кроме того, все поверх-
ности подразделяются на три группы. Группа 1 не содержит 
плоскостей параллелизма, группа 2 имеет одну плоскость 
параллелизма, и группа 3 имеет две плоскости параллелизма. 
Кроме этого, имеются три способа задания: а) тремя раздель-
ными направляющими; б) тремя направляющими при условии 
их взаимной принадлежности; в) тремя направляющими, 
одной из которых является подвижная плоскость, касательная 
к двум другим направляющим. Все предложенные варианты 
задания линейчатых поверхностей, как представляется, со-
держат всю возможную палитру моделирования линейчатых 
поверхностей. Предлагаемая классификация не претендует 
на окончательный вариант. Как и всякая теория, она должна 
развиваться наподобие таблицы Менделеева, поэтому пред-
лагаемая схема может послужить началом для более сложной 
и современной классификации линейчатых поверхностей. 

Ключевые слова: поверхности, линейчатые поверхности, 
классификация поверхностей, качество обучения, эвристи-
ческое мышление.
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Classification of Ruled Surfaces 
Abstract. In this paper, an attempt is made to systematize all 

linear surfaces, including those that have been known for a long 
time, in a single classification. The systematization is based on 
previously published works entitled "General principles of defining 
ruled surfaces", parts 1, 2 and 3, which were published in the jour-
nal Geometry and Graphics by INFRA-M publishing house in 
2018 and 2019, as well as in 2024 with the title "Expanding the 
options for forming ruled surfaces". The result is a rather branched 

system, with or without planes of parallelism, divided into two 
systems, the first of which has only lines and curved surfaces as 
guides, and the second adds a plane to which the generators are at 
a certain angle. In addition, all surfaces are divided into three 
groups. Group 1 contains no planes of parallelism, group 2 has one 
plane of parallelism, and group 3 has two planes of parallelism. In 
addition, there are three ways to set: a) three separate guides; b) 
three guides, provided they belong to each other; c) three guides, 
one of which is a movable plane tangent to the other two guides. 
All the proposed options for defining ruled surfaces seem to contain 
the entire possible palette of modeling ruled surfaces. The proposed 
classification does not claim to be the final version. Like any the-
ory, it must develop like a periodic table, so the proposed scheme 
can serve as the beginning for a more complex and modern classi-
fication of ruled surfaces 

Keywords: surfaces, ruled surfaces, classification of surfaces, 
quality of learning, heuristic thinking. 

НАУЧНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ГЕОМЕТРИИ
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В 2019 г. на VIII Международной научно-прак-
тической интернет-конференции «Проблемы каче-
ства графической подготовки студентов в техниче-
ском вузе: традиции и инновации» (КГП-2019), 
прошедшей в городе Пермь с 01 февраля по 30 мар-
та в Пермском национальном исследовательском 
политехническом университете, был представлен 
доклад автора данной статьи под названием «Единое 
задание линейчатых поверхностей», представляющий 
краткую выборку положений, представленных в 
статьях [35–37].

На конференции автору доклада был задан вопрос 
ведущим научным сотрудником Института проблем 
передачи информации им. А.А. Харкевича при 
Российской академии наук А.В. Селиверстовым, 
будет ли продолжение в виде разработки классифи-
кации линейчатых поверхностей. Однако в то время, 
в 2019 г., задача составить классификацию не стояла 
в плане работ, и об этом было сказано. Однако с 
течением времени такая мысль возникла и вот по-
чему.

Линейчатые поверхности представляют значи-
тельный интерес в силу широкого их использования 
в науке [20; 22; 24; 30; 39], технике и строительстве, 
от авиации до сельского хозяйства [7–9; 23; 26–29; 
31; 32; 34; 38; 40; 45; 46]. Возможность прямолиней-
ного перемещения режущего инструмента по направ-
лению образующих серьезно упрощает изготовление 
моделей, штампов.

Особую роль играет аналитический аппарат [4; 
10; 12; 26; 29; 32; 45]. Уравнение линейчатых поверх-
ностей позволяет применять вычислительную тех-
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верхности в зависимости от количества направляю-
щих линий. При анализе образования линейчатых 
поверхностей мы убеждаемся, что в каждом случае 
их задания всегда можно выделить три направляющие, 
которыми могут быть как линии, так и поверхности. 
При этом задаются три условия, выражающие зако-
номерность расположения образующей относитель-
но каждой из этих направляющих. Поэтому, если 
говорится, что линейчатая поверхность задана двумя 
направляющими, следует искать рядом еще и третью 
направляющую, хотя у нее может быть другое наи-
менование, например, «плоскость параллелизма».

Направляющие не всегда дают явную характери-
стику поверхности с возможностью точно назвать ее 
«по имени». Схожие по своему виду направляющие 
порой определяют разные поверхности. В других 
случаях различные направляющие задают одну и ту 
же поверхность. В качестве примера перечислим 
только некоторые задания поверхности однополост-
ного гиперболоида с помощью трех направляющих. 
Это три окружности, расположенные в параллельных 
плоскостях, имеющие центры, расположенные на 
одной прямой линии; три эллипса с пропорциональ-
ными и одинаково направленными одноименными 
осями, центры которых принадлежат одной прямой 
линии; три сферы или три эллипсоида с соблюдени-
ем приведенных выше требований; две одноосные 
поверхности вращения и окружность, принадлежащая 
оной из этих поверхностей; две окружности и пере-
секающая их в пространстве прямая линия; три скре-
щивающиеся прямые, не параллельные одной пло-
скости, и др. Естественно, что поверхности получа-
ются не при любом расположении направляющих, 
а, например, при расположении окружности с мень-
шим радиусом между двух других, но тенденция 
понятна.

Определение места каждой линейчатой поверх-
ности, заданной тремя направляющими и тремя 
условиями построения образующей, в классифика-
ционной таблице часто требует дополнительных 
исследований, так как направляющие не всегда яв-
ляются носителями классификационных признаков.

Классификационные признаки должны выражать 
индивидуальные особенности самих поверхностей 
и быть общими для всех поверхностей, объединяемых 
в данную классификационную группу.

Классификация линейчатых поверхностей пока-
зана на рис. 1–3. В ее основу заложены такие харак-
терные признаки, как наличие на поверхности, за 
исключением множества прямолинейных образующих, 
одной прямой линии, двух прямых линий, трех пря-
мых линий, существование одной плоскости или 
двух плоскостей, которым образующие поверхности 
параллельны (плоскости параллелизма). 

нику, вести обработку поверхностей на станках с 
числовым программным управлением.

Важным является однотипность задания линей-
чатой поверхности в любом возможном случае толь-
ко с помощью трех направляющих, которыми могут 
являться как линии, так и поверхности, и трех до-
полнительных условий, характеризующих положение 
образующей заданной поверхности относительно 
каждой из направляющих, тем самым определяющих 
закономерность образования поверхности [35–37].

Однотипность задания поверхностей сопутствует 
выявлению основных факторов, влияющих на ти-
пичность форм поверхностей, на выявление харак-
терных свойств, позволяющих разбить всю массу 
линейчатых поверхностей на определенные группы, 
классифицировать их по родственным признакам.

Такими признаками может являться наличие на 
поверхности, исключая множество образующих, 
одной, двух или трех прямых линий, наличие одной 
или двух направляющих плоскостей параллелизма, 
наличие на поверхности плоских кривых линий вто-
рого порядка, трансцендентных линий — винтовых 
и т.д.

Расширение применения линейчатых поверхно-
стей, использование их в качестве поверхностей 
плавного перехода между двумя поверхностями при 
возможности задания одной из линий соприкосно-
вения, открывает широкие возможности перед кон-
структорами и проектировщиками.

Предельные линейчатые поверхности [37] разби-
вают пространство на кольцевые зоны, что позволя-
ет решать вопрос о возможных границах существо-
вания линейчатых поверхностей в каждом конкрет-
ном случае.

Наличие единого способа моделирования линей-
чатых поверхностей и вынудило попробовать создать 
классификацию, но лишь линейчатых поверхностей. 
Вопрос возник, хотя в принципе классифицировать 
поверхности — и мы в этом твердо убеждены — не 
только непростая, но и почти невозможная задача: 
нет такого общего критерия, позволяющего, напри-
мер, четко ответить на вопрос — когда поверхность 
можно назвать гиперболическим параболоидом, 
когда коноидом, когда цилиндроидом. А плоскость 
может получиться и как линейчатая, и как вращения, 
и как с плоскостью параллелизма, и как циклическая. 
Обо всех таких случаях я поясняю студентам перво-
го курса, хоть они и не знают геометрию так, как 
знали ее выпускники 10-го класса в школах СССР.

Тем не менее рассмотрим появившуюся новую 
классификацию линейчатых поверхностей.

В некоторых работах и учебниках [1–3; 5; 6; 11; 
13–15; 16–19; 21; 25; 33; 34; 41; 42–44] проскальзы-
вают тенденции классифицировать линейчатые по-

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 3. 3–12
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На рис. 1 такие признаки даны для линейчатой 
поверхности, не имеющей плоскости параллелизма. 

 
Рис. 1

На рис. 2 такие признаки даны для поверхности, 
имеющей одну плоскость параллелизма, на рис. 3 — 
для поверхности, имеющей две плоскости паралле-
лизма.

 
Рис. 2

При аналитическом задании линейчатой поверх-
ности признаки, на основании которых можно ее клас-
сифицировать, заложены в самом уравнении поверх-
ности и выявляются при анализе этого уравнения.

При кинематическом задании линейчатой по-
верхности ее форма и положение в пространстве 
определяются с помощью трех направляющих — ли-

ний или поверхностей, сопровождаемых тремя ус-
ловиями, характеризующими положение прямоли-
нейной образующей данной линейчатой поверхности 
относительно каждой из этих направляющих [35–37] 
(рис. 4).

Рис. 3

 
Рис. 4

В большинстве случаев направляющие линейча-
той поверхности одновременно заключают в себе ее 
основные классификационные признаки.

В зависимости от заданных условий расположения 
прямолинейной образующей относительно каждой 
из направляющих можно выделить две системы об-
разования наиболее распространенных линейчатых 
поверхностей. 

В системе I (рис. 5) прямолинейные образующие 
пересекают направляющие линии, касаются направ-
ляющих поверхностей. 

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 3. 3–12
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В системе II третьей направляющей является пло-
скость, относительно которой образующие располо-
жены под заданным углом α. Количество таких систем 
можно расширить на основе рассмотренного ранее 
материала [35–37] (рис. 4).

 
Рис. 5

Все линейчатые поверхности делятся на три ос-
новных группы. 

К группе 1 (рис. 6) относятся поверхности, у ко-
торых направляющими являются линии, поверхно-
сти. 

К группе 2 относятся поверхности, в каждой из 
которых одной из трех направляющих является пло-
скость параллелизма. 

К группе 3 относятся поверхности, у которых 
из трех направляющих две — плоскости паралле-
лизма.

 
Рис. 6

В зависимости от взаимного расположения на-
правляющих имеется три способа задания линейча-
тых поверхностей (рис. 7):
а) 	тремя раздельными направляющими;
б) 	тремя направляющими при условии их взаимной 

принадлежности;
в) 	тремя направляющими, одной из которых явля-

ется подвижная плоскость, касательная к двум 
другим направляющим.

 

Рис. 7

Система I. 
Группа 1 при способе задания а) включает следу-

ющие основные линейчатые поверхности (рис. 8):
•	 линейчатую поверхность общего вида;
•	 дважды косой цилиндр;
•	 дважды косой коноид;
•	 коническую поверхность и плоскость;
•	 однополостный гиперболоид.

Названия всех поверхностей взяты традиционные 
[1–3; 5; 6; 13; 14; 17; 43; 44], однако некоторые из 
них соответствуют названиям, введенным в учебни-
ке А.С. Фролова [43].

 

Рис. 8

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 3. 3–12
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Группа 2 при способе задания при способе зада-
ния а) (рис. 9) включает такие поверхности:
•	 цилиндроид; 
•	 коноид; 
•	 гиперболический параболоид — косую плоскость; 
•	 одну или две плоскости.

 

Рис. 9

Группа 3 при способе задания а) (рис. 10) включает:
•	 цилиндрическую поверхность;
•	 плоскость;
•	 прямую линию.

 

Рис. 10

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 3. 3–12

Группа 1 при способе задания б) объединяет 
(рис. 11):
•	 линейчатую поверхность общего вида;
•	 дважды косой цилиндроид;
•	 торсовые поверхности.

 
Рис. 11

Группа 1 при способе задания в) объединяет 
(рис. 12) предельные линейчатые поверхности, опре-
деляющие границы возможного существования мно-
жества других линейчатых поверхностей.

 

Рис. 12

Система II. 
При способе задания а) (рис. 13) объединяет сле-

дующие основные линейчатые поверхности:
•	 цилиндроид;
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•	 коноид;
•	 гиперболический параболоид;
•	 закрытый или открытый геликоид;
•	 торсовый геликоид.

 

Рис. 13

При способе задания б) (рис. 14) образуется косой 
цилиндроид.

 

Рис. 14

В зависимости от того, можно ли данную линей-
чатую поверхность совместить всей ее поверхностью 
с плоскостью без изломов и разрывов, т.е. выполнить 
конформное преобразование, точнее, — частный его 
случай, в просторечии называемый разверткой по-
верхности на плоскости, линейчатые поверхности 
подразделяются на развертываемые и неразвертыва-
емые (рис. 15). К развертываемым относятся:
•	 поверхности, составленные из отсеков плоско-

стей, — многогранные поверхности;
•	 конические поверхности;
•	 цилиндрические поверхности;
•	 торсовые поверхности.

Все остальные являются неразвертываемыми.

 
Рис. 15

Из всего множества линейчатых поверхностей 
можно выделить линейчатые поверхности 2-го по-
рядка, к которым относятся эллиптический, пара-
болический, гиперболический цилиндры и конусы, 
однополостный гиперболоид, гиперболический па-
раболоид (косая плоскость).

В частных случаях линейчатые поверхности могут 
оказаться поверхностями вращения. К ним относят-
ся такие поверхности второго порядка:
•	 конус вращения;
•	 цилиндр вращения;
•	 однополостный гиперболоид вращения.

Дальнейшее разветвление классификационной 
схемы линейчатых поверхностей может продолжать-
ся за счет конкретизации форм направляющих кри-
вых линий и поверхностей и взаимного их располо-
жения в пространстве.

Следует отметить, что любую линейчатую поверх-
ность, соприкасающуюся с двумя данными направ-
ляющими поверхностями, можно рассматривать как 
линейчатую поверхность плавного перехода.
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