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Расширение вариантов 
формирования линейчатых 
поверхностей 

Аннотация. При решении крупных геометрических проблем 
в некоторых случаях имеет место необходимость решать более 
мелкие вспомогательные задачи. Так и при расширении ва-
риантов формирования линейчатых поверхностей возникло 
решение построения плоскости или прямой под определен-
ными углами наклона к плоскостям проекций или к некото-
рой заданной плоскости общего положения. В статье приво-
дится эта сопутствующая задача на построение плоскости, а 
также построение прямой с использованием сферы. В основе 
построения плоскости и прямой под определенными углами 
к плоскостям проекций находится применение соприкасаю-
щегося конуса вращения к произвольно заданной сфере. Этот 
же способ применяется уже для построения прямой и пло-
скости к данной плоскости общего положения с учетом того, 
что данная плоскость является касательной к некоторой дан-
ной поверхности. Все построения линейчатых поверхностей 
основываются на принципе задания трех направляющих и 
трех условий, ограничивающих каждую из образующих по 
отношению к заданным направляющим. Условие прохождения 
направляющей под определенными углами к поверхностям 
расширяют возможности конструирования линейчатых по-
верхностей почти до бесконечности. 
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Expansion of Formation Options Linear 
Surfaces 

Abstract. When solving large geometric problems, in some 
cases there is a need to solve smaller auxiliary problems. So, when 
expanding the options for forming ruled surfaces, a solution arose 
for constructing a plane or a straight line at certain angles of incli-
nation to the planes of projections or to some given plane of gen-
eral position. The article presents this related task of constructing 
a plane, as well as building a straight line using a sphere. The basis 
for constructing a plane and a straight line at certain angles to the 
projection planes is the application of a contiguous cone of rotation 
to an arbitrarily specified sphere. The same method is already used 

to construct a straight line and a plane to a given plane of general 
position, taking into account that this plane is tangent to some 
given surface. All constructions of linear surfaces are based on the 
principle of specifying three guides and three conditions limiting 
each of the generators in relation to the specified guides. The 
condition of passing the guide at certain angles to the surfaces 
expands the possibilities of designing ruled surfaces almost indef-
initely. 

Keywords: geometry, engineering geometry, kinetic geometry, 
descriptive geometry, metric tasks. 
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При решении вопроса расширения способов кон-
струирования линейчатых поверхностей сопрово-
ждающими могут быть различного рода задачи, решать 
которые приходится, что называется, по пути, их 
можно назвать задачи-попутчики, из которых иногда 
могут быть выявлены интересные продолжения, 
вырастающие иногда в собственные направления 
[1–9; 12–21; 23; 27; 28; 32; 34–40], в изобретения [10; 
11; 32; 33] или в оформленные и зарегистрированные 
программы для компьютеров [29–31].

Так и в этом случае. 
Предварительно, перед обращением к собственно 

обозначенной теме, рассмотрим задачи построения 
плоскости и прямой, не присутствующие в традици-
онном курсе начертательной геометрии. Эта задача 
возникла как сопутствующая.

В некоторых случаях при решении геометрических 
задач возникает необходимость построить плоскость 
или прямую под определенными углами к плоскостям 
проекций. Задача относится к метрическим задачам. 
Перед ее решением рассмотрим некоторые аспекты 
взаимодействия прямой с плоскостью, являющиеся 
взаимно перпендикулярными.

В статье предлагается способ, расширяющий воз-
можности формирования новых линейчатых поверх-
ностей, рассмотренных в работах [25; 26].

Дело в том, что в упомянутых работах линейча-
тые поверхности формировались из закона задания 
трех направляющих и трех условий, характеризу-
ющих положение прямолинейной образующей 
относительно этих направляющих. Было рассмо-
трено исключительно касательное положение пря-
молинейной образующей ко всем данным направ-
ляющим поверхностям, то есть расположенные под 
углом 0° к поверхностям. Теперь рассматривается 
вариант, когда направляющая должна быть накло-
нена под некоторым острым углом γ к данной по-
верхности.
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Для плоскости проекций П
2
 сумма углов наклона 

α′ + β′ плоскости Σ и прямой l по аналогии также 
будет равна 90° (90° + 0° = 90°).

	 α′ + β′ = 90°. (2)

Таким образом, сумма углов наклона плоскости 
Σ и прямой l к обеим плоскостям проекций П

1
 и П

2 

будет равна 2d: 

	 α + β + α' + β' = 180°. (3)

Кроме того, если взять только плоскость, то сум-
ма углов наклона ее к плоскостям проекций П

1
 и П

2 

варьируется от 90° до 180°. При этом 90° имеет место 
только при положении, когда данная плоскость пер-
пендикулярна профильной плоскости проекций.  
А 180° — когда она ей параллельна. Во всех случаях 
для плоскости имеет место неравенство:

 90° ≤ α + α′ ≤ 180°. (4)

Для прямой линии имеем следующее неравенство:

 0° ≤ β + β′ ≤ 90°. (5)

Учитывая это, и будем решать поставленную за-
дачу.

Пусть надо построить плоскость, расположенную 
под углом α = 45° к П

1
 и углом β = 60° к П

2
. Будем 

использовать свойства сферы.
На рис. 2 и 3 показаны сферы с соприкасающи-

мися с ними конусами.
На рис. 2 у конуса с вершиной S образующие 

имеют с плоскостью П
1
 угол наклона α. Любая пло-

скость, касающаяся конуса по его образующей, будет 

При решении данной задачи были рассмотрены 
также сопутствующие задачи: построение плоскости, 
расположенной под заданными углами α и β к пло-
скостям проекций, а также прямой, расположенной 
под заданными острыми углами к плоскостям про-
екций.

Периодически и в журналах рассматриваются 
такие «мелкие» задачи, связанные с какими-то гео-
метрическими нюансами или построением тех или 
иных геометрических фигур [1; 2; 6; 13; 22].

Некоторые решенные задачи приводят даже к 
изобретениям, требующим выдачи патента, поэ-
тому нельзя пренебрегать никакими, даже малень-
кими, геометрическими задачками, пусть они ка-
жутся поначалу мизерными и не стоящими вни-
мания.

Поэтому перед исследованием задачи, которая 
поможет расширить варианты формирования 
линейчатых поверхностей, рассмотренных в ра-
ботах [25; 26], решим задачу на построение пло-
скости. 

Рассмотренная ниже задача была, как уже было 
сказано, сопутствующей в решении основного во-
проса о расширении вариантов формирования ли-
нейчатых поверхностей, так что пренебречь ею нам 
показалось неразумным решением. Тем более что 
эта задача отсутствует в известных учебниках, хотя 
она и не очень сложная и может пригодиться в раз-
личных геометрических задачах, имеющих отноше-
ние как к механическим, так и к строительным 
специальностям.

Возьмем взаимно перпендикулярные прямую l и 
плоскость Σ, заданную следами. Поставим плоскость 
Σ в положение фронтально проецирующей плоскости 
(рис. 1). 

Очевидно, что если плоскость Σ с плоскостью 
проекций будет составлять 90°, то прямая, ей пер-
пендикулярная, будет находиться под углом 0°. 

Из рис. 1 следует, что сумма углов наклона пло-
скости и прямой к плоскости проекций П

1
 будет 

равна d (90°). То есть 

	 α + β = 90°.  (1)

Также очевидно, что когда мы будем вращать 
систему из плоскости Σ и перпендикулярной ей 
прямой l вокруг некоторой вертикальной (гори-
зонтально проецирующей) оси, то углы наклона 
этих геометрических фигур с плоскостью проекций 
П

1
 не изменятся. А вот с плоскостью П

2
 углы, 

наоборот, будут меняться: у плоскости Σ угол бу-
дет уменьшаться, у прямой l — увеличиваться. Но 
в сумме эти углы, тем не менее, останутся равны 
90°.

Рис. 1

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 1. 3–11
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иметь с плоскостью П
1
 угол наклона (ската) α. На 

рис. 3 имеем конус с вершиной в точке Т, соприка-
сающийся с данной сферой, и образующие которо-
го имеют с плоскостью проекций П

2
 угол наклона β. 

Здесь также любая плоскость, касающаяся конуса, 
будет иметь с плоскостью П

2
 угол наклона β. 

Совместим эти два рисунка (см. рис. 4). Пусть конус 
с вершиной в точке S будет иметь наклон образующих 
к П

1
 под углом α = 45°, а конус с вершиной в точке  

Т — образующие с углом наклона β = 60° к П
2
. При 

этом для упрощения построений зададим сферу с цен-
тром О на оси х. Две окружности соприкосновения m 
и n, находящиеся на одной сфере, пересекаются в двух 
точках. Возьмем одну из них — точку А. 

Три точка А, Т и S будут задавать плоскость, на-
клоненную к П

1
 под заданным углом α, а к плоско-

сти П
2
 — под углом β. На рис. 4 эта плоскость зада-

на двумя пересекающимися образующими конусов 
SA и TA.

Очевидно, что таких плоскостей будет четыре: две 
из них, которые являются касательными к данной 
сфере и проходящих через две построенные точки. 
А еще две при нахождении подобных точек с кону-
сами, вершины которых расположены на тех же осях, 
но с противоположных сторон сферы.

Для тех, кто привык плоскость задавать следами, 
такой вариант показан на рис. 5. Для этого была 
взята одна из образующих — ТА, найден ее фрон-
тальный след F и, поскольку точки А и S находятся 
на плоскостях проекций, SF представляет собой 
фронтальный след искомой плоскости f Σ, который 
дает точку схода Σ

о
. Горизонтальный след hΣ провести 

не составляет труда: Σ
о
Т

1
.

Касательная плоскость к сфере, в найденной ра-
нее точке А, может быть задана горизонталью и фрон-
талью, как показано на рис. 6.

На рис. 7 показана прямая ОА, расположенная 
перпендикулярно построенной плоскости Σ (она на 
чертеже не показана) и имеющая с плоскостями 
проекций П

1
 и П

2
 углы:

	 α′ = 90° – 45° = 45°; (6)

	 β′ = 90° – 60° = 30°,  (7)

что следует из уравнений (1) и (2).
Перейдем к другой задаче. Пусть надо построить 

некоторую плоскость, расположенную под углом 45°	
к данной плоскости общего положения Σ (см. рис. 8).

                                Рис. 2                                            Рис. 3

Рис. 5

Рис. 4

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 1. 3–11
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Для решения применим способ введения новой 
плоскости проекций. Поскольку мы вводили ранее 
конусы, вращения, оси которых перпендикулярны 
плоскостям проекций, а мы снова будем применять 
конусы вращения, то пусть эта плоскость П

4
 будет 

перпендикулярна и П
1
, и плоскости Σ. Для этого 

новую ось х
1≡4

 проводим перпендикулярно горизон-
тальному следу h1

Σ .
Строим сферу с центром в точке О (О

4
), и к ней 

пристраиваем соприкасающийся со сферой по окруж-
ности n конус вращения с вершиной S и с осью, 
перпендикулярной плоскости Σ: SO f⊥ 4

Σ .
Любая касательная к конусу плоскость будет ис-

комой.
Берем на окружности некоторую (любую на окруж-

ности касания n) точку А, проводим образующую SA 
и параллель m (окружность, плоскость которой, па-
раллельна П

1
), к которой проводим касательную t. 

Эта касательная t и образующая SA задают одну из 
множества касательных к сфере искомых плоскостей, 
проходящих под углом 45° к плоскости Σ.

Построить фронтальную проекцию прямых t и SA 
не является задачей данной статьи — это уже работа 
для студентов.

 
Рис. 8. Плоскость, проведенная под углом 45° к плоскости 

общего положения

Следующая задача. Путь нам надо провести пря-
мую линию под углом 45° к плоскости общего поло-
жения. На основе предыдущего рисунка (рис. 8), 
учитывая выражение (6), достаточно соединить центр 
сферы с любой точкой окружности касания n, чтобы 
получить искомый результат (см. рис. 9).

На рис. 9 искомая прямая линия задана отрезком 
ОА. Результат сопоставим с рис. 7.

Рис. 6

Рис. 7

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 1. 3–11
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А теперь решим задачу формирования линейчатой 
поверхности, у которой образующая находится под 
углом γ к заданной поверхности Λ, пересекающей 
линию k, расположенную на Λ и линию b, находя-
щуюся в пространстве.

Здесь

 γ = 90° – β, (8)

где β — угол наклона образующих построенного 
конуса вращения к плоскости Σ.

Решение показано на рис. 10, но без построения 
сферы с центром О на оси n.

 

Рис. 9. Прямая под заданным углом к плоскости общего положения

 

Рис. 10. Образующая, проходящая под заданным углом 
к поверхности Ω и пересекающая две кривые линии k и b

Дано: три геометрические фигуры: поверхность 
Λ, линия b ⊂	Λ, кривая k; а также три условия: 
l k l b li i i∩ ∩ ∧ =; ; .Λ γ

Алгоритм решения.
1. В каждой точке Si линии b строим плоскость Σ, 

касательную к поверхности Λ.
2. Строим нормаль n к поверхности Λ и конус вра-

щения с вершиной в точке S и с углом наклона γ 
к плоскости Σ. 

3. Находим точки пересечения 1 и 2 построенного 
конуса вращения с кривой k. Эти точки вместе с 
вершиной S дают в данном случае прямые S1 и S2, 
которые являются одними из образующих l и l′.

4. Два множества построенных образующих l и l′ 
дадут две полы искомых линейчатых поверхностей.
Другое задание линейчатых поверхностей пред-

ставляет собой огибающую множества конусов вра-
щения.

Дано: поверхность Λ, линия b	⊂	Λ; а также усло-
вия: l b li i∩ ∧ =; .Λ γ

Алгоритм решения.
1. В каждой точке Si линии b строим плоскость Σ, 

касательную к поверхности Λ.
2. Строим нормаль n к поверхности Λ и конус вра-

щения с вершиной в точке Si и с углом наклона γ 
образующих к плоскости Σ. 

3. В результате получаем однопараметрическое мно-
жество (∞1) конусов вращения, огибающая которых 
будет искомой поверхностью (двумя поверхностя-
ми) одинакового ската к данной поверхности Λ.
Математически огибающая поверхность находит-

ся как множество линий пересечения конусов вра-
щения, вершины которых расположены на столь 
небольшом расстоянии (стремящемся к нулю), что 
эти конусы практически пересекаются по образую-
щим. Этот момент является третьим заданием гео-
метрической фигуры, а также третьим геометрическим 
условием в создании поверхности [25].

Следующее построение, показанное на рис. 11, 
заключается в том, что требуется построить линей-
чатую поверхность, каждая образующая которой 
находится под углами γ к двум заданным поверхно-
стям Λ и Δ.

Дано: три геометрические фигуры — поверхности 
Λ  и  Δ ,  линия b 	 ⊂	 Λ ,  а  также три условия:  
l b l li i i∩ ∧ = ∧ =; ; .Λ ∆γ γ

Требуется построить линейчатую поверхность с 
соблюдением этих условий.

Алгоритм решения следующий (см. рис. 11).
1. В каждой точке Si линии b строим плоскость Σ, 

касательную к поверхности Λ.
2. Строим нормаль n к поверхности Λ и конус вра-

щения Ω с вершиной в точке S и с углом наклона 
γ к плоскости Σ. 

GEOMETRY & GRAPHICS (2024). Vol. 12. Iss. 1. 3–11
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Нормали n' и n параллельны, если образующие li 
должны быть расположены под одним углом γ к 
обеим заданным поверхностям Λ и Δ (рис. 11 и 12, а). 
Если образующие должны быть под разными углами 
к заданным поверхностям: γ и γ′, то, n ∩ n′, таким 
образом, как и при параллельных осях, n′ и n состав-
ляют плоскость (рис. 12, б).

                 а)                        б)

Рис. 12

Построенные конусы являются соприкасающи-
мися по общей образующей.

Ранее в работе [25; 26] рассматривался случай, 
когда образующая должна быть касательной к любой 
данной поверхности. Здесь мы рассмотрели случаи 
прохождения образующей под определенным острым 
углом к данным поверхностям.

Все вышеизложенные выкладки могут быть ис-
пользованы при разработке аналитических программ 
для компьютерной графики [24; 29–31].

3. Строим линию пересечения (не показана) Ω и Δ.
4. Строим плоскость Γ Σ Γ� ∧ ∪  (касательная) Δ	⇒ 1 

(S1≡l).
5. Перемещая S по линии b, получаем ∞1 прямых — 

искомую линейчатую поверхность.

Рис. 11

Можно вместо плоскости Г || Σ строить к каждой 
точке линии пересечения поверхностей Ω и Δ нор-
мали n′ и выбирать нормаль n′ || n. 
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