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Введение. Математическому моделиро-
ванию в физиологии растений посвящен ряд 
работ в рамках теории устойчивости и бифур-
каций [1, 2, 3], теории катастроф [4, 5, 6], тер-
модинамического подхода [7, 8], применения 
принципов оптимальности [9]. При этом    
определению точек бифуркации уделялось 
недостаточное внимание. Применение                       
для этих целей бифуркации Хопфа [10] не все-
гда эффективно.  

Чрезвычайные природно-климатические 
ситуации могут вызвать в подсистеме 
«растение» критические состояния, то есть 
точки бифуркации. Если подсистема 
«растение» находится в неустойчивом состоя-
нии, выход из которого может сопровождать-
ся или дальнейшей вегетацией, или гибелью, 
появляется возможность определить точки 
бифуркации по времени наступления чрезвы-
чайных ситуаций в физиологическом росте 
растений. Известно [11, 12], что из точки би-
фуркации могут исходить несколько решений 
(устойчивых и неустойчивых), например: про-
должительная засуха, заморозки, затяжные 
дожди, внесение питательных элементов и др. 
Следовательно, состояние подсистемы 
«растение» практически не отличается от со-
стояния системы в момент начала бифурка-
ции, то есть подсистема «растение» как бы 
колеблется перед выбором одного или не-
скольких путей эволюции (растение например, 
гибнет в результате действия длительной засу-
хи или же бурно развивается при внесении 
питательных веществ – удобрений). Отсюда 
следует, что появляется возможность            

приравнять состояние системы (Р – П – В)                
до бифуркации с состоянием системы в мо-
мент ее начала с учетом коэффициента,                  
учитывающего изменение фактора, вызвавше-
го бифуркацию. 

Цель исследований – аналитическое опре-
деление точек бифуркации, наблюдаемых в 
процессе вегетации растений.  

Условия, материалы и методы. В более 
ранних работах [13, 14, 15] для оценки функ-
ционирования системы «растение – почва – 
воздух» предложено использовать потенциал ξ  
роста растений, представляющий собой отно-

шение мощности ΔN, затраченной на форми-
рование единицы массы Δm растительности:  

                                                                                                       
,                                                 (1) 

 
 

где ΔN – мощность (Вт), затрачиваемая                     
на формирование единицы массы растения   

Δm (кг). 
Мощность, затрачиваемая на формирова-

ние единицы массы растения, может быть ори-
ентировочно определена из основ неравновес-
ной термодинамики необратимых процессов 
[7, 8]: 

 
(2) 

 
где Ii – термодинамические потоки, Xj – 

термодинамические силы, Lij = const – феноме-
нологические коэффициенты. 

Для математического описания роста        

 

DOI   
УДК 631.5 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЧЕК БИФУРКАЦИИ В ФУНКЦИОНИРОВАНИИ СИСТЕМЫ 
«ПОЧВА –  РАСТЕНИЕ – ВОЗДУХ» 

И. И. Максимов, М. Н. Калимуллин, Е. П. Алексеев, А. А. Васильев, Н. В. Максимов 
 

Реферат. На сегодняшний день известен ряд математических моделей роста растений, 
разработанных отечественными и зарубежными ученными. Однако вопросы определения                        
точек бифуркации, возникающих при функционировании системы «растение – почва –                       
воздух» (Р – П – В) рассмотрены не достаточно. Применительно к вопросам, рассматриваемым в 
статье, точка бифуркации – это критическое состояние подсистемы «растение», при котором она 
становится неустойчивой относительно флуктуаций природно-климатических условий (засуха, 
заморозки, продолжительные дожди и др.) и возникает неопределённость в развитии растений 
(дальнейший рост или их гибель), а также интенсивный рост растений в результате проведения 
соответствующих технологических операции. Для контроля и оперативного управления форми-
рованием урожая сельскохозяйственных культур желательно знать бифуркационные точки, опре-
деляемые биологическим временем роста растений и чрезвычайными погодными ситуациями. 
Поэтому основная цель исследований – аналитическое определение точек бифуркации, наблюда-
емых в процессе вегетации растений. Подсистема «растение» в точке бифуркации может нахо-
диться одновременно в двух или более состояниях. В результате анализа полученных аналитиче-
ских зависимостей различных возможных состояний системы Р – П – В, предложено подразде-
лять бифуркации на отрицательные и положительные. Получен метод определения точек бифур-
кации при функционировании системы Р – П – В. В природно-климатических условиях критиче-
ские ситуации могут возникнуть при недостаточных приходящих субстанциях на систему                             
Р – П – В, таких как светообеспеченность, влагообеспеченность, теплообеспеченность, пище-
обеспеченность и газообеспеченность растений. В результате аналитических исследований опре-
делены точки бифуркации в системе Р – П – В, зависящие от радиационного баланса (R), форми-
рующийся на подстилающей поверхности, склонов различной экспозиции и крутизны и коэффи-
циентов, характеризующих свето-, влаго-, тепло-, пище- и газообеспеченность растений.  

Ключевые слова: бифуркация, точки бифуркации, рост растений.  



 

Вестник Казанского ГАУ № 2(70) 2023 

Т Е Х Н И Ч Е С К И Е  Н А У К И  

  

растения можно использовать уравнение                  
Ю. К. Росса [16]:  

                
 

(3)  
 
 

где  kF – коэффициент пропорциональности 
при фотосинтезе;   
kR – коэффициент пропорциональности при 
дыхании растения;   
Фj – интенсивность фотосинтеза и  Rj – интен-
сивность дыхания j-го органа растения                       
(j  означает листья, 2 – стебли, 3 – корни, 4 – 
репродуктивные органы);   Aij и Bij – скорость 
оттока соответственно «свежих» и «старых» 
ассимилятов из i-го органа в j-й орган; Aij-Aji  и  
Bij-Bji – скорость обмена соответственно 

«свежих» и «старых» ассимилятов между i-м и 

j-м органами. Под «свежими» ассимилятами 
подразумевается биомасса, созданная в про-
цессе фотосинтеза за единицу времени, под 

«старыми» - биомасса, созданная до этого. 
Решая (2) и (3) и подставив в (1) получим 

ряд значений  ξ1, ξ2,…,ξn. 

Пусть при некотором значении  ξi начина-
ется процесс бифуркации 

  
 
.                                          (4) 
 

Следовательно, потенциал роста растений: 
 
 
 
 
 
 

Введем обобщенный коэффициент, харак-
теризующий рост растений в зависимости от 
реальных почвенно-климатических условий: 

 
(5) 

 
где  mэ– коэффициент светообеспеченности;   
nэ– коэффициент влагообеспеченности;   
pэ– коэффициент теплообеспеченности;   
rэ– коэффициент пищеобеспеченности; 
sэ– коэффициент газообеспеченности. 

Потенциал роста растений с учетом коэф-
фициентов (5) примет вид: 

 
 

,                                              (6) 
 
а для процессов бифуркации можно записать 

                                                                        
 

.                                        (7) 
На основании (6) и (7) будем иметь: 

                                                                             
 

(8) 
 

Совместное решение системы (8) позволя-
ет получить точку бифуркации 

                         
 
.     
 

Поскольку в момент начала бифуркации                
ξ ≈ ξбиф  и  

                              
                                                                                     

то k= kбиф                                              (9) 
или 

 
(10) 

 
Из (10) можно определить: 

 
  
 
 
 
 
 
 

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Для определения точки бифуркации               
можно предположить, что состояние системы 
Р – П – В в период вегетации растении практи-
чески не отличается от состояния системы в 
момент начала бифуркации.  

Поэтому с некоторым приближением мож-
но принять, что в соотношениях (11) величи-
ны mэ≈mбиф,  nэ≈nбиф, pэ≈pбиф, rэ≈rбиф,sэ= sбиф. 

Приведем формулы для определения коэф-
фициентов. 

Коэффициент светообеспеченности (mэ). 

Радиационный баланс R, формирующийся на 
подстилающей поверхности, состоит из части 

R(n), достигающей поверхности почвы, и 
остатка R(н) , формирующегося на верхней гра-
нице Н растений, зависящие также от экспози-
ции и крутизны склона [17]. 

Исходя из того, что склоны, расположен-
ные в различных экспозициях и крутизны 
можно выразить обобщенным коэффициентом 
mэ, представляющий собой:  

   
 (12) 

 
 

 
Для случая, когда поле находится на гори-

зонтальной плоскости, каждый элемент                                 
R(n) и  R(н) можно записать в развернутом виде: 

уравнение теплового баланса на уровне 
поверхности почвы x=0 
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,    (13) 
 
урав-

нение теплового баланса на высоте крон рас-
тений Х=Н 

 
 
 
,(14) 
 
 
 

где λ – коэффициент теплопроводности почвы, 
Вт/(м·К);  

k(х) – коэффициент турбулентности, м2/с;  
Ср – теплопроводность воздуха, Дж/(кг·К);  
ρ – плотность воздуха, кг/м3;  

L – скрытая теплота парообразования воды, 
Дж/кг;  

q – удельная влажность воздуха;  
∂Т/∂х – вертикальный градиент температуры 
воздуха; 
∂q/∂х – вертикальный градиент влажности 
воздуха;  
Н – высота растений, м;  

x – обозначение, вводимое для обозначения 
температуры системы почва – воздух Т                      
вдоль координаты х, положительное значение                   
имеет направление в сторону воздуха х>0, 
отрицательное значение направлено                               
в сторону почвы. 

Так как в уравнениях теплового баланса 
(13) и (14) коэффициенты и величины в зави-
симости от экспозиции и крутизны склонов 
будут отличаться, то в уравнении (12) целесо-
образно учесть обобщенный коэффициент 
экспозиции и крутизны склонов kкэ: 

  
  

 (15) 
 

Коэффициент влагообеспеченности (nэ). 
Для определения коэффициента влагообеспе-
ченности nэ для склонов разной экспозиции и 
крутизны запишем выражение: 

   
  (16) 

 
где Uэ – параметр, учитывающий сумму испа-
рений влаги из почвы и с поверхности листьев 
растений или транспирация;  
Сэ – склоновый сток атмосферных                         
осадков;  
Фэ↓ – вертикальная фильтрация (сверху                    
вниз);  
Wэ – начальные влагозапасы в почве;  
Оэ – атмосферные осадки;  
Фэ↑ – вертикальная фильтрация (снизу вверх). 

Очевидно, если nэ=0, то система не обеспе-
чена влагой, а при nэ=1 вся доступная влага 
используется системой Р-П-В. 

Коэффициент теплообеспеченности (рэ) в 
системе растение – почва – воздух на склонах 
может быть определен по формуле: 

  
 
 

 
,   (17) 

где (Св∆Тэ)вэ – теплоаккумуляция в слое произ-
растания растений, Дж/(м2·с);  
Св – объемная теплоемкость воздушного слоя 
между растениями, Дж/(м3·с·К);  

∆Тэ – разница температур в активном слое ро-
ста растений за период наблюдений, К/м;  
Ср

р – объемная теплоемкость растительной 
массы, Дж/(м3·с·К);  
a – глубина корнеобитаемого слоя;  
Сп – объемная теплоемкость почвы корнеоби-
таемого слоя (0 - а), Дж/(м3·с·К);   

 
 
 
– поток тепла в почву начиная с глу-

бины х=а, Дж/(м2·с);  
λ – коэффициент теплопроводности почвы в 
слое (а=∞), Вт/(м·К);  
Qсэ

Н+Qqэ
Н – сумма радиации, включающая 

коротковолновый и длинноволновый диапа-
зон, поступающие из атмосферы к верхнему 
уровню растений, Дж/(м2·с). 

В выражении (17) числитель представляет 
собой освоенную растением тепловую энер-
гию от приходящего солнечного тепла 
(Qсэ

Н+Qqэ
Н). Поэтому изменение рэ возможно в 

пределах от 0 до 1. 
Коэффициент пищеобеспеченности (rг)               

по профессору А. Ф. Чудновскому [18] пред-
ставляет собой отношение питательных                 
элементов, усвоенных корнями растений к 
общему количеству внесенных удобрений              
во всех видах.  

                     
(18) 
 
 

где ∑М(i,j,v,k,q.l)г – усвояемая подсистемой 
«растение» часть питательных элементов на 
горизонтально расположенном сельскохозяй-
ственном поле;  
∑Мiг

I – сумма начального содержания каждого 
элемента питания (i=1,2,3…);  
∑М(j,v)г

II – сумма питательных элементов,                 
вносимых в почву, отличающихся по типу 
(j=1, 2, 3…) и форме (v=1, 2, 3…);  
∑Мkг

III – сумма питательных элементов, пере-
ходящих в трудноусвояемую форму;  
∑Мqг

IV – сумма всех питательных элементов, 
подверженных вымыванию и улетучиванию; 
∑Мlг

V – сумма всех количеств питания,                   
получаемых растениями через листья на                
горизонтально расположенном сельскохозяй-
ственном поле. 

Коэффициент пищеобеспеченности (rэ) на 
склоновых землях разной крутизны и экспози-
ции будет отличаться от коэффициента пище-
обеспеченности горизонтальных (равнинных) 
участков (rг) прежде всего дополнительной 
составляющей Мэ, учитывающий содержание 
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всех элементов питания в подсистеме 
«растение» в результате эрозионных процес-
сов: 

 
(19) 

 
 

где ∑Мэ – сумма количества питательных эле-
ментов каждого вида, содержащихся в почвах 
склоновых земель разной экспозиции и кру-
тизны; отрицательный знак «-» применяется в 
том случае, когда возникают эрозионные про-
цессы, в результате которых происходит смыв 
питательных веществ и почвы; положитель-
ный знак «+» если в результате накопления 
продуктов эрозии наблюдается приток пита-
тельных элементов;  
∑М(i,j,v,k,q.l)э – усвояемая системой часть пита-
тельных элементов;  
∑Мiэ

I – сумма начального содержания каждого 
элемента питания (i=1,2,3…);  
∑М(j,v)э

II – сумма питательных элементов, вно-
симых в почву, отличающихся по типу 
(j=1,2,3…) и форме (v=1,2,3…);  
∑Мkэ

III – сумма питательных элементов, пере-
ходящих в трудноусвояемую форму;  
∑Мqэ

IV – сумма всех питательных элементов, 
подверженных вымыванию и улетучиванию; 
∑Мlэ

V – сумма всех количеств питания, полу-
чаемых растениями через листья на склонах 
различной экспозиции и крутизны. 

Коэффициент газообеспеченности (sэ) 
определяется по выражению: 

  
 
.      (20) 
 

где ρс – плотность углекислого газа СО2;  
kэ(х) – коэффициент вихревой диффузии;  

 
 
– вертикальный градиент средней 

объемной концентрации углекислого газа в 
атмосфере на высоте растений;  

 
 
– вертикальный градиент средней 

объемной концентрации углекислого газа                      
в почве;  
Сэ – продуцируемое количество углекислоты 
на уровне роста растений. 

На рисунках 1-4 приведены некоторые би-
фуркационные ситуации, полученные в ре-
зультате проведенных лабораторных опытов               
с семенами ячменя, ржи, пшеницы.  

В процессе роста растения подвергались 
«искусственным» бифуркационным ситуаци-
ям по коэффициентам: светообеспеченности, 
влагообеспеченности, теплообеспеченности, 
пищеобеспеченности и газообеспеченности 
растений.  

Следует отметить, что приведенные                           
на рисунках 1-4 бифуркационные ситуации 
носят иллюстративный характер, хотя                        
сами бифуркационные функции достаточно 
сложны. 
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Рис. 1 – Возможные отрицательные бифуркации: 1 – при mбиф; 2 – nбиф; 3 – pбиф; 4 – rбиф; 5 – sбиф 

Рис. 2 – Возможные положительные бифуркации: 1 – при пищеобеспеченности; 2 – влагообеспе-
ченности; 3 – (газообеспеченности) рыхление почвы 
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Рис. 3 – Рост растений при обработке семян: 1 – физическое и химическое воздействия;                            
2 – биопрепаратами; 3 – без обработки 

Результаты и обсуждение. Условно би-
фуркации можно разделить на отрицательные 
и положительные. Отрицательные бифурка-
ции (рис. 1) возникают преимущественно при 
неблагоприятных почвенно-климатических 
условиях. Многолетнее изучение урожайности 
зерновых культур [13] свидетельствует о рез-
ком снижении продуктивности посевов сель-
скохозяйственных культур в отдельные годы. 
Положительные бифуркации (рис. 2) возмож-
ны при проведении соответствующих техно-
логических операций (обеспеченность         

элементами питания – внесение органических 
и минеральных удобрений; влагообеспечен-
ность – полив или дождевание; газообеспечен-
ность – рыхление почвы и др.) [19, 20, 21]. 
Повышение урожайности сельскохозяйствен-
ных культур (рис. 3) возможно при обработке 
семян физическими [22, 23] и химическими 
средствами [24, 25, 26], например, воздействи-
ем активным кислородом (оксигенация), обра-
ботка водными растворами фитогормонов и 
биологически активных веществ 
(стимуляторы роста) [27].  

Рис. 4 – Возможный рост (бифуркационные точки 1, 2, 3) растений при питании их                                     
с учетом физиологий 

Последствия таких воздействий оценива-
лись путем проращивания семян в лаборатор-
ных условиях (в чашках Петри при температу-
ре от 20 до 23ºC, при различной продолжи-
тельности проращивания), в посевах                                
в закрытом и открытом грунте, и при изуче-
нии последующего развития сеянцев в экспе-
риментальных посевах. Биологическое время 
появления всходов подтверждают эти                      
эксперименты (см. рис. 3). Определенный ин-
терес представляет бифуркационный рост рас-
тений при питании с учетом их физиологиче-
ских особенностей (рис. 4). 

Еще в 1946 году бельгийские ученые                      
Prigogine I., Wiame J. M. отмечали, что многие 
соотношения и идеи термодинамики                   

неравновесных процессов могут быть исполь-
зованы для понимания процессов развития и 
роста живых организмов [7].  

Впоследствии в этом направлении были 
развиты и применены теоретические предпо-
сылки Prigogine I., Wiame J. M. Поэтому изу-
чение процессов бифуркации в системе 
«растение – почва – воздух» с точки зрения 
неравновесной термодинамики представляется 
обоснованным. 

Выводы. Полученное выражения (11) 
позволяют определять точки бифуркации для 
различных ситуаций в точное биологическое 
время роста растений. Бифуркацонные функ-
ции могут быть получены из выражений (15), 
(16), (17), (19), (20). 
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DETERMINATION OF BIFURCATION POINTS IN THE FUNCTIONING OF “SOIL-PLANT–AIR” SYSTEM 

I. I. Maksimov, M. N.Kalimullin, E. P. Alekseev, A. A. Vasilev, N. V. Maksimov  
 

Abstract. To date, a number  of mathematical models of plant gr owth, developed by domestic and for eign scien-
tists, are known. However, the issues of determining the bifurcation points that arise during the functioning of “soil-plant-
air” system have not been sufficiently considered. In relation to the issues considered in the article, the bifurcation point is 
a critical state of the “plant” subsystem, at which it becomes unstable with respect to fluctuations in natural and climatic 
conditions (drought, frost, prolonged rains, etc.) and there is uncertainty in the development of plants (further growth or 
their death), as well as the intensive growth of plants as a result of the corresponding technological operations. For contro l 
and operational management of the formation of agricultural crops, it is desirable to know the bifurcation points deter-
mined by the biological time of plant growth and extreme weather situations. Therefore, the main goal of research is the 
analytical determination of bifurcation points observed during the vegetation of plants. The “plant” subsystem at the bifur-
cation point can be simultaneously in two or more states. As a result of the analysis of the obtained analytical dependences 
of various possible states of “soil-plant-air” system, it is proposed to subdivide bifurcations into negative and positive 
ones. A method has been obtained for determining bifurcation points during the functioning of “soil-plant-air” system. 
Under natural and climatic conditions, critical situations can arise with insufficient incoming substances to “soil-plant-air” 
system, such as light supply, moisture supply, heat supply, food supply and gas supply of plants. As a result of analytical 
studies, bifurcation points were determined in “soil-plant-air” system, depending on the radiation balance (R) formed on 
the underlying surface, slopes of different exposure and steepness, and coefficients characterizing light, moisture, heat, 
food and gas supply plants. 

Key words: bifurcation, bifur cation points, plant growth. 
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