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Об одном способе формирования 
коник

Аннотация. В статьях журнала «Геометрия и графика», 
посвященных свойствам циклиды Дюпена, было рассмотрено 
построение коник – эллипса, гиперболы и параболы, – ис-
пользуя свойства циклиды. При этом центр преобразования 
был расположен на прямой, соединяющей центры двух базо-
вых окружностей, а расположение его на такой прямой ого-
варивалось отдельно и находился как центр гомотетии. Для 
построения параболы необходимо было вместо второй окруж-
ности брать прямую линию, а центр преобразования – центр 
гомотетии – должен был располагаться в точке пересечения 
прямой, проходящей через центр первой окружности перпен-
дикулярно второй окружности-прямой, с первой окружностью. 
Получались в результате преобразования две разные парабо-
лы. В данной работе доказывается, что, если взять центр со-
ответствия не принадлежащим окружности, получаются дру-
гие кривые второго порядка – эллипсы и гиперболы. Построение 
именно эллипса геометрически доказывается. Для этого центр 
соответствия должен лежать на прямой, соединяющей центры 
окружностей, но вне действительной окружности. Рассмотрено 
несколько примеров. Если же центр соответствия находится 
внутри окружности, будем иметь гиперболу. Таким образом, 
имея первоначально заданной одну только конфигурацию из 
прямой и окружности, можно получать все коники: и эллип-
сы, и параболы, и гиперболы, переходящие одна в другую. 
Предлагаемая схема построения коник может быть примене-
на для компьютерного вычерчивания всех коник, что являет-
ся более удобным, нежели при имеющихся вариантах, заши-
тых в сегодняшние графические системы вычерчивания.

Ключевые слова: геометрия, начертательная геометрия, 
высшее образование, геометрическое образование.
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About One Way of Forming Conics 
Abstract. In the articles of the Geometry and Graphics maga-

zine devoted to the properties of the Dupin cyclide, the construc-
tion of a conic – ellipse, hyperbola and parabola – using the prop-
erties of the cyclide was considered. At the same time, the center 
of the transformation was located on a straight line connecting the 
centers of the two base circles, and its location on such a straight 
line was negotiated separately and was located as the center of 
homology. To construct a parabola, it was necessary to take a straight 

line instead of the second circle, and the center of the transforma-
tion – the center of homology – had to be located at the intersec-
tion point of a straight line passing through the center of the first 
circle perpendicular to the second circle-a straight line with the 
first circle. Two different parabolas were obtained as a result of the 
transformation. In this paper, it is proved that if we take the center 
of correspondence that does not belong to a circle, we get other 
second–order curves - ellipses and hyperbolas. The construction 
of an ellipse is geometrically proved. To do this, the center of cor-
respondence must lie on a straight line connecting the centers of 
the circles, but outside the actual circle. Several examples are 
considered. If the center of correspondence is inside the circle, we 
will have a hyperbola. Thus, having initially given only one con-
figuration from a straight line and a circle, it is possible to obtain 
all conics: ellipses, parabolas, and hyperbolas, passing into one 
another. The proposed scheme for constructing conics can be used 
for computer drawing of all conics, which is more convenient than 
with the available options sewn into today's graphical drawing 
systems. 

Keywords: geometry, descriptive geometry, higher education, 
geometric education.

НАУЧНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ГЕОМЕТРИИ

Вопросы построения коник рассматривались во 
многих работах [1–33], эти проблемы интересны и 
сейчас [2; 6; 14]. Даже в настоящее время защища-
ются докторские диссертации, использующие кони-
ки в своих изысканиях [18]. Следует добавить, что 
коники применяются во многих практических зада-
чах и конструкциях [1; 13; 15; 19–32].

В данной работе построение коник будет рассма-
триваться с точки зрения свойств циклиды Дюпена, 
в которой совокупность двух окружностей и центра 
преобразования определяют построение точек кри-
вой второго порядка.

Известно [26; 27], что одна из коник – парабола – 
может быть построена при помощи двух окружностей, 
одна из которых имеет в качестве центра несобствен-
ную точку, т.е. представлять собой прямую линию. 
На рис. 1 показано подобное построение с окруж-
ностями m

1
 и m

2
. Точки S

1
 на рис. 1, а и S

2
 на рис. 1, 

б являются центрами преобразований. В [23] дока-
зано, что полученные кривые p являются именно 
параболами. Главным условием для построения па-
рабол является принадлежность центров преобразо-
вания S

1
 и S

2
 окружности m

1
. При этом в зависимости 

от того, ближе или дальше от прямой m
2
 находится 

центр преобразований, получаем или одну, или дру-
гую параболу.

Итак, только когда центр преобразования при-
надлежит базовой окружности, только тогда мы бу-
дем иметь параболу. 
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Рассмотрим полученные треугольники: ∆АЕF
1
 и 

∆ТЕF
1
. Они равны. Докажем это.

Из рис. 3 видно, что ∠ СF
1
Е = ∠ СЕF

1
, поскольку 

СF
1
 = CЕ по построению и ∆СЕF1 – равнобедренный.
С другой стороны, ∠ СЕF

1
 = ∠ АF

1
Е как внутрен-

ние накрестлежащие.
Отсюда ∆АЕF

1
 = ∆ТЕF

1
 как прямоугольные тре- 

угольники, имеющие все три угла равными друг дру-
гу с общей гипотенузой.

 

 
Рис. 3

Поскольку АF
1
 = ТF

1
, проводим окружность ра-

диусом АF
1
 с центром в точке F

1
 (рис. 4).

 

Рис. 4

А что же получится, если центр преобразования 
не будет принадлежать базовой окружности? Разберемся 
в этом вопросе.

Пример 1
Попробуем построить эллипс нижепредлагаемым 

способом. 
Возьмем большую АВ и малую CD оси эллипса и 

на основании их, как это предлагается в любой гра-
фической системе — КОМПАС, AutoCAD или ка-
кой-либо другой, – построить точки эллипса.

На рис. 2 на базе этих четырех точек построен 
прямоугольник с одной из вершин Е. При проведе-
нии окружности радиуса СЕ и центром в точке С 
будем иметь в пересечении построенной окружности 
с осью АС точки F

1
 и F

2
 – фокусы эллипса. При этом, 

что вполне очевидно, АВ = СF
1
 + CF

2
.

Рис. 2

Из точки Е (рис. 3) проведем к СF
1
 перпендикуляр: 

ЕТ ⊥ СF
1
.
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Прямая ЕТ пересекает большую ось АВ в точке S, 
которую будем считать центром преобразований. 
Центр S не принадлежит только что построенной 
окружности, а мы имеем все атрибуты эллипса,  
у которого точка Т – касания первого луча SЕ, про-
веденного к первой окружности преобразования  
m

1
, – дает точку С – самую отдаленную от большой 

оси эллипса и являющуюся одной из его вершин. 
Осталось только доказать, что и любые построенные 
при преобразовании с помощью окружностей m

1
 и 

m
2
 точки принадлежат эллипсу.
Докажем это.
Будем строить по принципу, показанному на рис. 1, 

с применением свойств циклиды Дюпена. Пусть 
заданы большая (АВ) и малая (OD) оси эллипса. 
Находим фокусы эллипса (рис. 2). Строим две окруж-
ности: m

1
 и m

2
 (рис. 4). Одна из них – прямая (m

2
). 

Имеем в результате центр преобразования S
1
.

Проведем новый луч SЕ
1
 (рис. 5).

Он пересекает окружность: m
1
 в двух точках (по-

казана одна – 1), а окружность m
2
 — в точке Е

1
. 

Соединяем эти точки с центрами окружностей:  
с центром F

1
 окружности m

1
 и центром F2

∞  окруж-
ности m

2
. Поскольку центр окружности m

2
 находит-

ся в бесконечности, то любая прямая, перпендику-
лярная m

2
, будут проходить через него. Получаем 

лучи F
1
1 и Е

1
М, которые, пересекаясь, дадут искомую 

точку эллипса М.
Осталось только доказать, что, согласуясь с зако-

ном построения эллипса, F
1
М + F

2
М = F

1
С + F

2
С = 

= const.

 
Рис. 5

Для доказательства рассмотрим более подробно 
(рис. 5).
1.	 Проводим окружность радиуса F

1
1 с центром в 

точке F
1
. Отмечаем точку Т на прямой F

1
С. 

2.	 Проводим дугу окружности радиуса F
1
М с центром 

в точке F
1
. Отмечаем точку М′ на прямой F

1
С. 

3.	 На продолжении прямой F
2
С откладываем за точ-

ку С расстояние F
1
С = СЕ. Получаем точку Е′.

4.	 Проводим дугу F
1
М с центром в точке F

1
 до пере-

сечения с продолжением прямой F
2
М. Получаем 

точку ′F1  c равенством отрезков F M F M1 1= ′ .
Докажем, что F F M F E2 1 2′ = ′.
Из представленной конфигурации видно, что 

F C F C MC M C2 2′ = ′ = ′′; ; ′ ′′ = ′ − ′′E M E C M C   и ′ =F M1

= ′ ′ − ′F C MC1 .
С одной стороны, F M E M1 ′ = ′ ′′, так как по по-

строению ′ = ′ ′ = ′′E C F C MC M C1 и . С другой стороны, 
F M F M F M1 1 1′ = = ′ .  Отсюда ′ = ′ ′′F M E M1 .

Из полученных равенств ′ = ′ ′′ ′ = ′′F M E M MC M C1 ;  
и F C F C2 2′ =  получаем окончательно F F F E2 1 2′= ′.  
Таким образом, F

1
М + F

2
М = F

1
С + F

2
С = const.

Что и требовалось доказать.
Вторая точка по построению и доказательству 

принадлежности эллипсу не отличается от рассмо-
тренной.

По теории коника должна быть построена по пяти 
параметрам. Задание прямой m

2
 фиксирует два па-

раметра, точки О – два параметра и половины мало-
го диаметра (точки С) – один параметр. Все пять 
параметров заданы.

На рис. 6 показан построенный эллипс с двумя 
точками M и N, полученными при помощи одного 
луча SЕ

1
.

Поскольку мы брали произвольный луч, выходя-
щий из центра преобразования S, то и любой другой 
луч, проведенный через S, будет давать в результате 
две точки, принадлежащие эллипсу (см. рис. 6).

 
Рис. 6

Итак, делаем вывод: если точка, взятая как центр 
преобразования, находится на линии, соединяющей 
центры окружностей (одна из которых прямая), но 
находится вне действительной окружности, то мы 
получаем обязательно эллипс.

Рассмотрим еще несколько примеров, считая 
рассмотренный пример первым.

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 4. 3–12
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Пример 2
Пусть нам заданы окружности m

1
 и m

2
 (рис. 7), 

а также центр преобразований S, расположенный на 
прямой, соединяющей центры окружностей. При 
этом центр S и окружность m

1
 находятся по разные 

стороны от m
2
.

На рис. 7 показано построение вершины С, цен-
тра эллипса О и двух точек эллипса M и N.

Вывод следующий. Если центр преобразования S 
находится вместе с окружностью m

1
 по одну сторону 

от прямой m
2
, то эллипс проходит вне окружности 

m
1
. Если центр преобразования S находится с окруж-

ностью m
1
 по разные стороны от прямой m

2
, то эллипс 

проходит внутри окружности m
1
.

Пример 3
Пусть прямая m

2
 проходит через центр окружно-

сти F
1
 (рис. 8).

В этом примере все построения аналогичны пре-
дыдущим примерам. Видно, что эллипс проходит 
через точки пересечения линий m

1
 и m

2
 – точки К и L. 

Рис. 7

Рис. 8

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 4. 3–12
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А сам эллипс проходит как внутри, так и снаружи 
окружности m

1
.

Пример 4
Пусть прямая m

2
 проходит внутри окружности m

1
, 

но не проходит через центр. Пример рассмотрен на 
рис. 9.

В данном примере, как и в предыдущем, эллипс 
проходит как внутри, так и снаружи окружности m

1
, 

а границами являются точки пересечения данных 
линий m

1
 и m

2
 – К и L.

В рассмотренных случаях мы познакомились с 
задачами, в которых центр преобразования находил-
ся по одну сторону от обеих линий. Рассмотрим 
случай, когда точка S расположена между линиями 
m

1
 и m

2
.

Пример 5
Даны две линии m

1
 и m

2
, окружность и прямая, 

центр преобразований S расположен между ними 
(рис. 10).

Рис. 9

Рис. 10

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 4. 3–12
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окружности с центром в точке О радиуса ОF
1
 с пря-

мой m
1
, проходящей через одну из вершин гипер-

болы – точку А. Вторая асимптота u находится ана-
логично.

Таким образом, при посредстве прямой и окруж-
ности путем перспективного преобразования с по-
мощью выбранного на оси, соединяющей центры 
данных окружностей, центра преобразования полу-
чаем одну из коник в зависимости от места распо-
ложения этого центра преобразования.

Итак, посредством двух окружностей и центра 
преобразования получаем построение коник, как 
уже было доказано в [24]. В данном рассматриваемом 
случае центр второй окружности переместился в 
бесконечность.

Выводы
1.	 Если даны прямая, окружность и центр преобра-

зования S, расположенный на прямой (оси), про-
ходящей через центр данной окружности и пер-
пендикулярной данной прямой, то в результате 
преобразования получаем одну из коник: эллипс, 
параболу, гиперболу.

2.	 Если центр преобразования расположен вне дан-
ной окружности, получаем эллипс.

3.	 Если центр преобразования расположен на окруж-
ности, получаем параболу.

Все построения идентичны предыдущим. Сначала 
находим с помощью касательной ST вершину эллип-
са Т, а с ним и центр эллипса – точку О. Затем мож-
но найти большой диаметр эллипса АВ = 2 × F

1
С.  

И переходим к нахождению точек, принадлежащих 
эллипсу.

Итак, если центр преобразования находится вне 
данной окружности, всегда будем иметь эллипс.

Рассмотрим примеры, когда центр преобразования 
находится внутри окружности. По здравом размыш-
лении в таком случае должна получиться гипербола. 
И действительно, рассмотрим пример 6.

Пример 6
Даны две линии m

1
 и m

2
, окружность и прямая, 

центр преобразований S расположен внутри окруж-
ности m

1
 (рис. 11).

Здесь показаны построения точек М и N при по-
мощи луча 12 и точек К и L, полученные при помо-
щи луча 34. Точка А – точка касания данных окруж-
ности m

1
 и прямой m

2
 – будет являться одной из двух 

вершин гиперболы.
Все построения аналогичны предыдущим.
Как и на рис. 2–6, одна из вершин – точка А – на-

ходится в точке касания данных прямой и окружности.
Асимптоты u и v находятся согласно [24; 26], 

одна из них – прямая v – найдена по стрелке как 
прямая О5. Точка 5 находится как точка пересечения 

Рис. 11

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 4. 3–12
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4.	 Если центр преобразования расположен внутри 
окружности, получаем гиперболу.

5.	 Центр данной окружности всегда является одним 
из двух фокусов коники. В случае параболы вто-
рой фокус находится в бесконечности.

6.	 При касании данных прямой и окружности, 
точка касания является одной из вершин ко- 
ники.

7.	 При выходе из R2 в R3, т.е. из плоскости в про-
странство, прямая превращается в плоскость, 
окружность – в сферу, а в результате преобразо-
вания имеем поверхности вращения: параболоид 
вращения с действительной осью в качестве оси 
вращения, эллипсоид вращения с большим диа-
метром в качестве оси вращения, двуполостный 

гиперболоид вращения с действительной осью в 
качестве оси вращения.

8.	 Если центр преобразования совпадает с центром 
окружности, получаем прямую m

2
. То есть ветви 

гиперболы, которая должна получиться при рас-
положении центра преобразования внутри окруж-
ности m

1
, вырождаются в две совпавшие с прямой 

m
2
 прямые линии.

9.	 Если центр преобразования совпадает с центром 
окружности m

2
, т.е. находится в бесконечности, 

получаем окружность m
1
. Таким образом, эллипс, 

который должен иметь место при расположении 
центра преобразования вне окружности m

1
, в дан-

ном случае имеет совпавшие фокусы и превра-
щается в окружность.
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